§2. Thé tich cua khéi da
dién
I. MUC TIEU

Lam cho hoc sinh hiéu duge khdi niém thé tich cta khéi da dién, cdc cong
thite tinh thé tich mot s6 khai da dién don gian. Tir d6 hoc sinh ¢6 thé vin dung
dé tinh thé tich cic khoi da dién phirc tap hon hodc dé giai mot s bai todn
hinh hoc.

Il. NHONG PIEU CAN LUU Y

Li thuyét vé thé tich cla cdc khoi da dién kha phic tap, khong thé trinh bay
mot cdch chit ché va diy da cho hoc sinh pho thong.

Sau diy ching t6i xin trinh bay so luoc vé 1i thuyét do :

1. Dinh nghia

a) Ham thé tich

Goi € 1a tap hop cac khoi da dién trong khong gian. Ham sé

V:02->R



ducc goi 1a ham thé tich néu né thoa min cdc tinh chit sau day :

1) V&i moi khoi da dién H ta co V(H) = 0.

ii) Néu hai khai da dién H vi H' bang nhau thi V(H) = V(H").

iii) Néu khoi da dién H duge phan chia thanh hai khoi da dién H| va H, thi

V(H)=V(H )+ V(H,).
iv) Néu C la khéi lap phuong ¢6 canh bang 1 thi
V(iC)=1.

b) Thé tich cua khéi da dién

Néu ham thé tich V tén tai va duy nhat thi gia tri V(H) duoe goi la thé tich
ctia khoi da dién H.

Sau diy, tam thoi gid thiét ring ham thé tich V tén tai (diéu nay duoc

chitng minh sau), ta di tim cong thic tinh thé tich khéi ling tru va khéi
chop. Ta co

2. Theé tich khéi lang tru va khéi chop

a) Thé tich cua khéi hép chit nhdt

Thé tich V ctia khoi hop chi nhat véi ba kich thudc a, b, ¢ a
V =abe.

(Cong thitc nay hién nhién diung khi a, b, ¢ 1a nhimg s6 nguyén, khi chiing
la s6 thue bt ki ta phai ding dén phép tinh vé gidi han).

b) Thé tich ciia khéi ldng tru ditng ¢6 ddy la tam gidc vudng

Thé tich cua khéi ling tru ding cé ddy 1a tam gidc vudng bing #h, trong
dé .4 1a dién tich ddy cua lang tru va h la chiéu cao cua lang tru.

(Biang cdch ghép hinh ling tru ding nhu thé vai mot khoi lang tru bing nd
sao cho ta dwoc mot khoi hop chir nhat, ta suy ra diéu phai chiig minh).

¢) Thé tich ctia khoi lang tru ditng bdt ki

Thé tich ctia khéi lang tru dimg bét ki bang #8h, vdi 8 la dién tich ddy va h
la chiéu cao

38



(Chitng minh bing céch chia hinh lang tru diing di cho thinh céc hinh lang
tru ding c6 ddy la tam gidc vuong. Mudn viy ta chia ddy hinh ling tru da cho
thanh cdc tam gidc, vi méi tam gidc chia thanh hai tam gidc vuong).

d) Thé tich ctia khoi chép tam gidc

Thé tich cta khéi chop tam gidc bing i-ﬂfr, vai

3
# 14 dién tich ddy, & la chiéu cao.

Chitng minh. (h. 20)

Trude hét ta xét khoi da dién H la hinh chop tam 4
giac S.ABC c¢o6 dién tich day ABC la # va c6 dudng

cao 1a mot trong cdc canh bén, chang han d6 13 canh
SA =h.

Hinh 201
Chia doan thiang SA thanh n phdn bing nhau bai cdc diém § =4, A,, A,

A, = A, va qua cdc diém A, v& cdc mat phing song song véi mat phang (ABC) ta
dugce cdc thiét dién 1a cdc tam gidc AB,C; (i =1, 2,...., n—1).

Dé thay riing dién tich céc tam gidc d6 1a :

B =

1

.

-
sl g

Ta dung cic ki hiéu :

e H (i=1,2,.,n—1)la phin cua H nim gilta hai mat phing : (A.B,C;) va

{A."+.|'BI'+}'C:'+I) tﬁC IEI. khﬁl Chi‘lp -:L}T AFBI'CE'AE+.I'BJ;+ICE+J’ Cl‘jn H{'I lfi khﬁ'l Chﬁp
S.A|B1C1+

Ghép cdc khoi H; (i =0, 1, 2,..., n — 1) ta dugc khoi da dién H.

-HP (i =1,..n— 1) la khoi lang tru ditng cé ddy la tam gidc A,;B,C; va mot
canhbénla A A, ;

Ghép cdc khaoi da dién H? vdi nhau ta duoc khoi da dién H.



tH} (i = 0,..., n = 1) la khéi lang tru dimg ¢6 ddy 1a tam gidac A, ;B,,,C,,; va
mot canh bén la AA, .

Ghép cdc khoi da dien H! ta duoc khéi da dien H'.

V@i cdc ki hiéu nhu trén ta dé dang suy ra : H' = H = H', v do dé tir cdc
tinh chit ctia him thé tich V ta suy ra :

VY < viH) < VHY. (%)

Ap dung cong thiic vé thé tich ctia khdi lang tru ditng ta ¢6 :

2
VH") =5, i =-#h.
n H
Do dé
n=1 n—-1
. 0 ] 21 (n—1n2n-1)
V(H")= _ZIjV(H,- )= le; = A :

J= i=

Tuong turtaco :
et ] an+ D2n+1) 1 | 1
VIiH Y=Y V(Y = —3I ==ih| 1= T,
W r=ZU s n : 6 3 [ +”J( +2”]

Nhu viy bét dang thide (*) trd thanh :

1 | I 1 1 1
L s [P | 8 oy = o
- ﬂi{l HJ[I sz VH) <3 fm[l A ”][1 3 2”]

Tir d6, khi cho n tién t6i vo cung ta suy ra

V(H) = %,ﬂh.

Biy git n€u H la khoi chép bit ki S.ABC. Keé dudng cao S/ cia khéi chép,
ta dugc ba khoéi chop SJAB, S.ABC va S.ICA déu c6 canh bén S7 1a duong cao.
Tir d6 ap dung két qua trén ta suy ra diéu phai ching minh.

e) Thé tich ctia khoi chap
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Thé tich clia khoi chép bit ki bing %.ﬂh, v6i 4 13 dién tich ddy. h 12

chiéu cao.

(Chi cin phan chia khéi chop bit ki thanh cic khéi chép tam gidc va dp
dung két qua trén)

f) Thé tich khéi ldng tru

Thé tich khoi lang tru bing dién tich ddy nhan véi chiéu cao (Lam nhu
trong SGK).

Tir nhitng cong thifc dé tinh thé tich trén day, ta suy ra ring néu ham thé
tich V ton tai thi né la duy nhat.

Chiing ta luu ¥ rang SGK trinh bay phédn nay ding theo trinh tu trén, tuy
nhién ¢é bo qua nhimg chimg minh phai dung téi giéi han.

3. Chitng minh su tén tai cia ham thé tich V

Trong SGK ta khong trinh bay vin dé nay vi qud khé déi vdi hoc sinh.,

Chiing ta bit ddu bing cach xdy dung mot him s6

V:Q =R
nhur sau :

a) Néu khai da dién H 1a mot hinh tf dién thi ta 1dy V(H) bing mot phin ba
tich s6 cua dién tich mot mat nao dé cia ti dién véi chiéu cao tuong ting.

Bing cdch dung tich hén tap cua ba vecto ta ¢6 thé chiing minh riing gid tri
V(H) khong phu thudc viéc chon mat ctia hinh tir dién dé 1dy thé tich.

b) Néu H la mot khoi da dién tuy v, ta phan chia né thanh cdc khéi tir dién
Byl
Khi do ta dat
V(H) =V(H,) +V(H,) + ... + V(H,).

Dé dinh nghia trén hop 1i ta phai chiing minh ring gid tri V(H) xdc dinh
nhu trén khong phu thuéc vao cdch phin chia khéoi da dién H thanh cdc khéi nr
dién. Chimng minh do6 kha dai dong, chiing t6i trinh bay so luge nhu sau, bo qua
cdc chi tiét tuy hién nhién nhung ching minh chat ché thi khong phai dé :

Gia su khoi da dién H co6 hai cach phén chia :
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Cédch thir nhét chia thanh cdc tir dién
Al,i=1,2,.,n
Ciéch thir hai chia thanh cédc uf dién

g
4;,7=12,..., m

Néu véi i va j nao do hai i dién A}. vi A.f c¢6 diém trong chung thi A N Af
la mot khoi da dién 16i (c6 nhiéu nhat 8 mat). Ta phan chia khai da dién 16i dy
thanh cdc hinh ti dién 4, .

Lam nhu vay déi véi moi cap chi s6 (7, j) ta duge cich phan chia thit ba cua
H thanh cdc tr dién

A, k=1,2,.p.

Cic tir dién 4, nay c6 tinh chit :

Mai mot .d,! (hodc z:lff ) déu dwge phan chia thanh mot so ciéc A; nao do.

Tir d6 theo dinh nghia chia ham s6 V déi vai cde khoi da dién ta suy ra :

m

2»’(4‘ ) = gvmf} = _Z]vm_f}.
i= = i=

Nhu vay I ta ¢6 mot ham so
V:Q> R.
Dé dang chiing minh ring him s6 d6 chinh 1a ham thé tich.

I TRA LOI[2] VA HUONG DAN HOAT PONG

HP1. Cdch 1. Gia sit ABC.A'B'C’ 1a khéi lang tru diing da cho (h.21a). Goi
0, O lin luot la trung diém coa BC va B'C’. Khi dé phép doi xiing qua dudng
thang 00, bién khai lang tru ABC.A’B’C’ thanh khéi lang tru DCB.D'C'B’ va ta
dugc khéi hop chir nhat ABDC.A'B'D'C’ (véi céc kich thudc a, b, h) c6 thé tich

gép doi thé tich khai lang tru da cho. Vay Vige ape = %ﬂhh_
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Hinh 21a Hinh 21b
Cdach 2. Ghép khéi lang tru di cho ABC.A'B'C' vai khéi lang tru
A B,C,.A\B,C, bing né saocho B, =C,C, =B, B, =C', C| = B', A € (ABC),
A'I € (A'B'C") (h. 21b). Khi d6 ta dugc hinh hép chit nhat AB&C.A'B'A;C' co
thé tich gdp doi thé tich khoi lang tru da cho.

1
Vay Vapcasc = 5abh.

HD2. 1) Ba khoi tir dién do 1a :

A'ABC, BA'B'C', va A'BCC’ (h. 21c¢).

2) Hai khoi ti dién A’ABC va BA'B'C’ 1a hai khoi
chop A"ABC va BA'B'C’ c6 hai mat diy bang nhau
va hai chiéu cao tuong (ing bang nhau (déu bing
chiéu cao h cha khoi ling tru) nén ching cé thé tich

bing nhau.
Hai khéi ti dién BA'B'C” va A'BCC’ 1a hai khoi
chép A"BB'C' va A"BCC' c6 dién tich ddy bang nhau B'
va chiéu cao tuong tng bing nhau (bing khoang cdch Hinh 21¢

tir A’ t6i mat phing (BCC'B")).
Tém lai thé tich ba khéi ti dién ndi trén bing nhau.
3) Khai ling tru ABC.A'B'C’ dugc phéin chia thanh ba khéi tir dién cé thé
tich biang nhau A’ABC, BA'B'C’ vi A'BCC".
Viy thé tich khéi lang tru bang ba lin thé tich khéi chép A" ABC :
1

Vascawe =V ape = 3-3-Sapch = Sh

Viy thé tich khéi lang tru bang tich sé cua dién tich ddy va chiéu cao.

IV. TRA LOI CAU HOI VA HUGNG DAN GIAI BAI TAP
8. a) Khong thay doi.

b) C6 thé thay déi.

¢) Khong thay doi.



10.

11.
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Liy M la trung diém cua CD. Khi d6 khéi uf
dién ABCD dugc phin chia thanh hai khéi
dién ABCM va ABMD (h, 22)

Khi do rd rang la

— 17
VABE'M . LABMD‘

(h. 23)
Vi AA'B'D’ la tt dién déu nén duong cao AH cua
nd ¢d chian H la tam tam gidc déu A'B'D’. Suy ra

Hinh 22

A'H=2

3
3

AH =JAA? - A'H? = @

Dé thdy ddy A’B'C’D’ 1a hinh thoi ¢6 géc B'A'D’
bang 60° nén :

a3
2

Sypep =A'B A'D'sn60” =

Vay thé tich khéi hop da cho 1 :

2B ol A2

V =
2 3 2
Goi A;A,...A; 1a ddy cua khdéi lang tru luc gidc
- - ; e ol Az
déu va O la thm cua luc giic déu A;A5...A, N,
(h. 24). Ké ON LA,A,, tacé : A1 As
- 3
ON = AN cotg 'ﬁ.’{‘m, = EC\D[EE = £a.
2 6 2
Vay dién tich ddy cua khoi lang tru déu la : Aq
1 3a°3 %
S = 6.5{)4]1“2 e= 6+'2- AIA-E'ON == 2 - s AF.
Vi lang tru da cho la ling tru déu nén chiéu cao Hinh 24

clia n6 bing canh bén tic bing a, do dé thé tich
cua khéi lang tru la

V = %a'?'-\ﬁ.



12.

v (hi26)

(h. 25)

a) Tacod BA LAC, BALAA ' nén BAL (ACC'A’).
Vay AC’ la hinh chiéu cia BC’ trén mat phang
(ACC'A").
Theo gia thiét, goc BC'A bang 30" nén
AC' = ABcotg30° = AC1260° cotg30° = byf3.4/3 = 3b.
b) Ta co
CC? = AC™- AC? = 9b° — b* = 8b".
Vay CC'= 202,

do dé thé tich cua lang tru la :

Hinkh 25

V=_8h-= %AB.AC.C‘{." - %hﬁ.h.zhmf_ = b3J6.

a) Goi O 1a tam tam gidc déu ABC.
Vi AA=AB=ATC

nén A'Q L mp(ABC).

Vay A"A0=60".

Tir do ta co :

Zaﬁ

3
A't_’):fl{}xr e #\E =1

Vay thé tich cin tim Ia

AA'=2A0 =

Hinh 26

a3 i a3

4 - — 4 -
b) Vi BC LAQ nén BC 1 AA"hay BC L BB’
Vay BB'C'C la hinh chir nhat.

1"’: = SAB{-'.A.Q =

¢) Goi H la trung diém cta AB, ta ¢

2
Sv = 2Sua'55 + Sapicrc =2A'H.AB + BB'.BC = = f(dﬁ +2).
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14.

15,
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(h. 27) Goi H;, H,, H;, H; lan luot 1a hinh chiéu A
cia diém M lén cdc mat phing
(BCD), (ACD), (ABD), (ABC).
Khi d6 MH,, MH, MH,, MH, lin luot 1a khoang 8
cdch tir diém M (6i cdc mit phing do. C
Cic mat bén cua tir dién déu co cung dién tich, ta

ki hiéu cac dién tich d6 14 S va h 14 chiéu cao cia
tit dién déu. k3¢
Taco:

Visen + Visaco + Vasp + Vuase = Vasep

[ | [ | [
& 3 S.-MH, +S.MH, + 3S.MH; + =S MH, = 2S.h

Viy tong khodng céch tir diém M 161 cdc mat cha tf dién déu khong phu
thudc vio vi tri ciia diém M nidm trong i dién déu do.
Néu tit dién déu c6 canh bang a thi

asb
h= .
=3
Cdch I (h. 28). Mat phang (MCB’) chia khéi lang A =
tru déu ABC.A'B'C’ thanh hai khéi chép : 0 p
C.MABB'va B"MA'C'C. J,r"#
Hai khéi chép d6 cé chiéu cao bing nhau (bing Mf’
chiéu cao cua tam gidc ABC), ¢6 day 1a hai hinh
thang vuéng bang nhau. Suy ra hai khoi chép dé 0 R A= c
co thé tich bang nhau.
Cach 2. Goi do dai canh ddy cua khoi lang tru 1a B
a, d0 dai canh bén la b, ta ¢cé : Hinh 28
" : 1 1(b a3 b3
Vemass = 3Smasp CH = 35| 5+ b ja——=—3



16.

17.

ﬂzx‘@b - azb\fr?:
1 -

Vasc.agc = Sapc-AA' = 4 = 2Ve paps'

- p['.MABB' - VB'.MA'("['

(h. 29) Goi H va H' lan luot 14 hinh chiéu
ctia A via A’ trén mat phang (SBC). Khi dé
ba diém S, H, H' thang hing (vi ching la
hinh chiéu cua ba diém thfmg hang §, A, A’
trén mat phing (SBC)) va vi A'H' I/ AH
nén

A'H' 3 sS4
AH — SA°
Tach s Hinh 29
: 5 A'H'
V' _Veawe _3OBCT
V Yoy | L.
S 3 Sspc-AH

SB'.SC'.A'H' _SB' SC' SA’
SB.SC.AH — SB SC SA°

(h. 30) Goi G 1a giao diém cia AM va SO
(O la tam hinh binh hanh ABCD) thi G la
trong tam tam giac SAC. Vay

G _2
S0 37
Vi mit phiing (P) song song v&i BD nén no
cit mat phang (SBD) theo giao tuyén B'D’ di
qua G va B'D'/ BD (véi B'e SBva D’ §D). A B
Hinh 30

Sivy B _SD'_SG 2
YR ~3SD "s0 "3

Miit phiing (P) chia khai chép S.AABCD thanh hai phin : mot 1a khéi chop

SAB'MD’, hai la khoi da dién ABCDB'MD.

47



18.

48

Ta co:

Vourp: _SA SB'SD' 22 4 . Vsawp 2
Voasp SA SB SD 3

W
o
o
%
=]
™
[
o

Voo _ SM SB' SD' 122 5
Vscgp SC SB SD 233 9 Vsapcp 9

Do do :

Vsapmp _ Vsapp + Voupp _2 1 _ 1
Vs aBco Vs ascp 2" 93
2
suy ra Vagepgyp = Vasen — Vsapup' = 3
Vay "":';AB'MD' -
Viascopup: 2

a) Gia su f1a phép vi tu ti s6 & bién tit dién ABCD thanh ti& dién A'B'C'D’".
Khi dé f bién dudng cao AH cia ti dién ABCD thanh dudng cao A'H' cua
ti dien A'B'C'D’. Bi vy

A'H’ = [KIAH.
Tam gidc BCD dugc bién thanh tam gidc B'C'D’ qua phép vi tu f nén

2
Spep =k SBCD*

Tur do suy ra

1
=SpcpA'H' .
Vascp _ 3 ac'p 4 = |,;;|3_

Vagep

b) Tir gia thiét ta suy ra ¢6 phép vi tu ti sd k bién tir dién ABCD thanh ti
dién A;B,;C,D, va tit dién A'B’C'D’ bang ti dién A, B,C,D,.

Viy :

Visenye  VABED 3
ABCED. - 1 o i (theo cAu a).
V aBco Vascp




