sU PONG BIEN, NGHICH BIEN
CUA HAM SO

[ - TINH DON DIEU CUA HAM SO

& 1
Tir dé thi (H.1, H.2) hay chi ra cac khodng tang, giam clia ham s6 y = cosx trén

3 o .
doan [—% : ?“jl va clia ham s6 y = x| trén khoang (-~ : +x).

—

Hinh 1 Hinh 2
1. Nhdc lai dinh nghia

Ki hiéu K 1a khoang hodac doan hoac nua khodang. Gia su ham s6 y = f(x)

xdc dinh trén K. Ta noi

Ham s6 y = f(x) dong bién (tang) trén K néu véi moi cap

Xy, Ao thuf_ic K ma Xy nho hon Xs thi f(,l'|} nho hon _ﬂ.l‘z), e la
x < xp = flyg)<f(x);

| Ham s0 y = flx) nghich bién (giam) trén K né€u v6i moi cip xy, Xy

thuoc K ma x;nhd hon x, thi £(x;) 16n hon £(x,), tic 1a

A < B ) = f{.!]) > f(.'l‘z).



Ham s6 déng bién hoac nghich bién trén K duge goi chung la
ham s6 don diéu trén K.

NHAN XET. Tir dinh nghia trén ta thay

a) fix) déng bién trén K < fix) = f(q) >0, Vxj,xp e K

sz s .\f]

(x; # xp) .

flx) nghich bién trén K < f(xp) = f(x) <0, Vaj,x, €K
Xy = X ’

(.1'] #= .Iz:l 3

b) Néu ham s6 déng bién trén K thi d6 thi di [én tir trdi sang
phai (H.3a) ;

Néu ham sé nghich bién trén K thi d6 thi di xudng tir trdi sang
phai (H.3b).
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Hinh 3

2. Tinh don diéu va dau cua dao ham

a) y :-% (H.4a) b) ;-:% (H.4b)
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a) b)
Hinh 4

Xét ddu dao ham clia méi ham s va dién vao bang tuong (ng.
TU d6 hay néu nhan xét vé méi quan hé giita s déng bién, nghich bién cia
ham sé va ddu cla dao ham.
Ta thira nhan dinh Ii sau day.
DINH Li

Cho ham s6 y = f{x) ¢6 dao ham trén K.

a) Néu f'(x) > 0 vé6i moi x thuoe K thi ham $6 flx) dong bién
trén K.

b) Néu f'(x) <0 v6i moi x thudc K thi ham s6 f(x) nghich
bién trén K.

Tom lai, trén K

f'(x) > 0= f(x)dong bién

f'(x) <0 = f(x)nghich bién.

CHU Y
Néu f'(x) = 0, Vx € K thi f(x) khong déi trén K.
Vidu I. Tim cdc khoang don diéu ctia ham sé :
a)y= 2x* +1; b) y = sinx trén khoang (0 ; 2n).
Giai
a) Ham s6 da cho xdc dinh v6i moi x € R.
Taco y' = 8x> . Bang bién thién
X |- 0 +0

y' - 0 +

+a0 +0
1




Vay ham s6 y = 24 + 1 nghich bién trén khoang (- ; 0), déng bién trén
khoang (0 ; +o0).
b) Xét trén khoang (0 ; 2m), tacd y' = cos.x.

Bang bién thién

i 3n
0 o e
X > 5 2n
_"r’. = COosXx -+ 0 = 0 +

Viy ham s6 y = sinx dong bién trén cdac khoang [{] —] ( > 231}

nghich bikn tren khodng | = 2% |,
2" 3

3

Khdng dinh ngudc lai v&i dinh Ii trén c6 ding khéng ?
N6i cach khac, néu ham sé déng bién (nghich
bién) trén K thi dao ham clia né cd nhéat thiét phai
duong (am) trén dé hay khéng ? 4

Chéng han, xét ham s6 y =+ c6 db thi trén Hinh 5.

Hinh 5

CHU Y
Ta c6 dinh li md& rong sau day.
Gia sir ham s6 y = fix) ¢6 dao ham trén K. Néu f'(x) =0
(f'(x)£0),Vx e Kva f'(x) =0 chi tai mot s6 hitu han diém
thi ham s6 dong bién (nghich bién) trén K.

Vidu 2. Tim cic khoang don diéu cia ham s6 y = 253 +6x% +6x 1.
Gidi. Ham s6 da cho xac dinh v6i moi x € R.

Tacoy = 6x° +12x + 6 = 6(x + 1),



Dod6y =0 < x=-1vay >0 véi moix#-—I.

Theo dinh li mo rong, ham s6 da cho luén luoén déng bién.

Il - QUY TAC XET TINH PON DPIEU CUA HAM SO

1. Quy tac
1. Tim tap xdc dinh.
2. Tinh dao ham f'(x). Tim cdc diém x; (i=1, 2, ..., n) ma tai d6
dao ham bang 0 hoac khong xdc dinh.
3. Sip xép cdc diém x; theo thit ty tang dén va lap bang bién thién.
4. Néu két luan vé cdc khoang déng bién, nghich bién ctia ham s6.
2. Ap dung

Vi du 3. Xét su dong bién, nghich bién cta ham s6

y= l.r3 - 1.1‘2 -2x+ 2.
2

3
Giai. Ham s6 xdc dinh véi moi x € R. Ta ¢6

y‘=.r:—.r—2, _v':Oc:-[
X=2

Bang bién thién

X |—oo -1 2 +0
y - 0 - 0 -
19 +00
v / fr \ 4 /
—o0 _5

Viy ham s6 dong bién trén cdc khoang (—oo ; —1) va (2 ; +0), nghich bién
trén khoang (-1 ; 2).



- - » - e 1
Vi du 4. Tim cdc khoang don diéu ciia ham s6 y = %

x+1
Giai. Ham s6 xdc dinh véi moi x # —1. Ta cé
= (x+D—-(x-1 _ 2 .
' (x +1)? (x +1)%
y' khong xdc dinh tai x = —1.
Bang bién thién
X | —e0 -1 +00
y' - +
¥ +a0 1
1/ —m/

Véy ham s6 déng bién trén cic khoang (—o ; —1) va (=1 ; +m).

Vi du 5. Chilng minh ring x > sinx trén khodng (U : -1:'] bing cédch xét
khoang don diéu ctia ham s0 f{x) =x — sin.x,

Gidi. Xét ham s6 f(x) = x — sinx [0 <x< %] ta c6

f'(x)=1-=cosx 20 (f'(x) =0 chi tai x = 0) nén theo chi y trén ta co f(x)

déng bién trén nira khoang [U : g]
Do d6, véi 0 < x < ;ﬁ ta ¢6 flx) = x — sinx > f(0) = 0

{
hay x > sin x trén khodang LO : g)

Bai tap
Xét su dong bién, nghich bién cua cic ham s6 :
) 1
a)y=4+3x—-1x"; b)y= S.r?l+3.1c2 -Tx-2;
y=xt—22% +3; d)y=-x> +x* -5,
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Tim cdc khodng don diéu ciia cdc him s6 :

2 _ 5.
3”r=3.1r~r~1; b)}:.x 2x .
- x I—x
2 2x
c)y=vx“-x-20; d)y= = ;
X" =9
Chimng minh ring ham s6 y = ; dong bién trén khoang (-1 ; 1) ;
x°+1

nghich bién trén cdc khodng (—oo ; —1) va (1 : +o0).

Chimng minh ring ham s6 y = V2x — x2 déng bién trén khoang (0 ; 1) va
nghich bién trén khoang (1 ; 2).
Chitng minh cdc bat déng thic sau :

3
a) tanx > x [Oc_r{E] ] b) fanx > x +— (0{1‘«:3].
2 3 2

BAI POC THEM

TINH CHAT DON PIEU CUA HAM SO

Diéu kién dl vé tinh chat don diéu clia ham s6 dugc chimg minh dua vao dinh li
sau day.

DINH Li LA-GRANG

/” N&u ham s6 y = fix) lién tuc trén doan [a ; 5] va c6 dao ham trén
khodng (a ; b) thi tén tai mét diém ¢ e (a ; b) sao cho

f(b)=fla)= f'(c)b-a)

hay f'l(.] _ f(h)-fla) )
\_ b-a

Minh hoa hinh hoc : fib)
Né&u ham sd f(x) thod man cac gia thiét cia fie,
dinh Ii La-grang thi trén d6 thi tén tai diém

C ma ti€p tuyén tai dé6 song song hoic

triing véi day cung AB (H. 6). fa)

Hinh 6 (o]



HE QUA
Néu F'(x) = 0 véi moi x thudc khoéng (a ; b) thi F(x) bdng hing sé
trén khoang doé.
Chung minh. Xét diém c6 dinh x; e (a; b). V&i mbi xe(a;bh) ma x=x,, céc gia
thiét cha dinh |i La-grang dudc thod man trén doan [xy: x] (ho&c[x; x,]). Do d6
tén tai diém ce(xy:x) (hoacce(x; xy)) sao cho F(x)—-F(xy) = F'(cXx—-x3). Vi
cela;b) nén F'(c)=0. Vay

F(x)=F(x3)=0 hay F(x)= F(x,) = const
trén toan khoang (a ; b). -

DINH LI
Cho ham sé y = f{x) c6 dao ham trén khoang (a ; b).
a) Néu f'(x) > 0 v6i moi x € (a ; b) thi ham sd f{x) déng bién
trén khodng do6 ;
b) Néu f'(x) <0 v6i moi x € (a ; b) thi ham s f{x) nghich bién
trén khoang dé.

Chiing minh. Lay hai diém bat ki x,, x, (x, <x,) trén khoang (a ; b). Vi flx) c6 dao
ham trén khodng (a ; b) nén fix) lién tuc trén doan [x,: x,] va cé dao ham trén khoang
(x5 x5
Theo dinh li La-grang, t6n tai mét diém ce(x:x,)c(a;b) sao cho

(e )=Fflx) . .
f'(e) =I—E-L . Tuddé suyra:

.1'2 —_'l'E

a) Néu f'(x) > 0 vdi moi x € (a ; b) thi f'(c) > 0 nén f(xy)> f(x;). Do d6, flx)
déng bién trén khoang (a ; b).
b) Néu f'(x) <0 véi moi x € (a ; b) thi f'(¢c) <0 nén flxy) < f(x;). Do d6, fix)
nghich bién trén khoang (a ; b). L

BAN CO BIET

LA-GRANG (J.L. LAGRANGE)

La-grang Ia nha todn hoc Phap, xuét than trong mét gia
dinh giau ¢, nhung trd nén khanh kiét khi éng tudng nhu
sap dugc thira k€ gia san. Tuy nhién, vé sau 6ng xem tai J.L. Lagrange
hoa nay la mét diéu may mén. (1736 — ISIL’-}
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Ong néi : "Néu dugc thira k& mot tai san thi chéc Ia tdi khéng danh ddi minh cho
toan hoc".

Ong ndi La-grang la ngudi Phap, ba ni la ngudi Ita-li-a. Ca gia dinh éng dinh cu & Tu-rin
(thti ph) ctia x(f Pi-&-mdng (Piemont) thudc I-ta-li-a).

La-grang dugc clr l1am gido su toan hoc & Trudng Phéo binh Hoang gia Tu-rin
nam 19 tudi. T4t ca cac hoc trd déu 16n tudi hon éng. Clng véi nhitng hoc tré wu
td cha minh, La-grang da 1ap ra Hoi nghién ciu, tién than cta Vién Han |am khoa
hoc Tu-rin. TAp bao céo dau tién cla Hoi xuat hién nam 1759 khi éng 23 tudi.
Phan 16n nhimng cdng trink t6t nhat cong bé trong tap san dau nay 1a cla La-grang,
dudi nhiéu but danh khac nhau.

O tudi 23, La-grang dudc coi 1a nha toan hoc ngang hang véi nhimg nha toan hoc 16n
nhat thdi bay gid 1a C-le (Euler) va cac nha toan hoc ho Béc-nu-li (Bernoulli).
Theo I6i giGi thiéu cla O-le, ngay 2-10-1760, khi méi 24 tudi, La-grang dudc bau
lam Vién si nu@c ngoai cla Vién Han |1dm khoa hoc Bec-lin. Vé sau, O-le va
Da-lam-be (d'Alembert) con van ddng vua nudc Phé méi La-grang sang Béc-lin
lam nha toan hoc ctia Triéu dinh.

Nam 1764, lic 28 tui, La-grang dudc giai thudng 16n vé bai toan binh dong cla
Mat Trang (1a bai toan li gidi vi sao khi chuyén dong, Mat Trang ludn ludn quay
mot mat vé phia Trai Dat).

Cac nam 1766, 1772, La-grang lién tiép nhan dudc cac giai thudng cha Vién Han
lam khoa hoc Pa-ri vé cac bai toan 6 vat thé, 3 vat thé.

Ngay 6-11-1776, La-grang dudc vua nudc Phé - "vi vua |16n nhat chau Au" - dén
tiép ndng nhiét va dudc clf lam Giam déc Ban Toan Li cia Vién Han 1am Bec-lin.
Nam 1787, Hoang gia va Vién Han lam Pa-ri dén ti€p ndng hau nha toan hoc Ién
La-grang trd vé va cdp cho éng modt can hd day di tién nghi trong dién Lu-vro
(Louvre, nay la vién bao tang 1dn & Pa-ri).

Nam 1788, & tudi 52, 6ng cong bd kiét tac clia ddi 6ng, bd "Cd hoc gidi tich", dé
tai ma éng 4p U tir lae 19 tudi.

Nhé su can thiép cta La-grang, ngudi ta da khong thita nhan 12 thay cho 10 dé
lam cd s6 cho mét hé.

Ong lap gia dinh hai I&n. Ba vg ddu mat s6m vi dau yéu. O tudi ngoai 50, La-gring
s6ng c6 dan, sdu mudn. Nam 56 tudi, 6ng dudc mét thidu nit, con gai ban éng Ia
nha thién van hoc La-mé-ni-é (Lemonier), yéu va ngd Idi mudn két hén vdi éng.
La-grang nhan li. C6 da danh ca cubc doi tré trung, tudi dep clia minh dé cham
séc ong, kéo dng ra khoi u sdu, thirc tinh noi 6ng ldng ham séng. Ong yéu tha
thiét va cam thdy khé s& méi khi phai tam xa ba. Ong khéng dinh ring ba vo tré
diu dang, tan tuy la giai thudng quy bau nhat trong moi giai thudng ciia dai éng.

La-grang dugc toan thé nhan dan Phap tén vinh. C6 Ian, Ta-é-grang (Tallegrand), mot
vi tudng, da nbi vai cha cha La-grang : "Con 6ng, ngudi con clia nhan dan Phap, sinh
ra d Pi-&-mdng, da Iam vinh du cho toan thé nhan loai bdi thién tai clia minh".

La-grang mAt ngay 10-4-1813, tho 77 tudi.



