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§1, §2. Mo dau vé phép bién hinh. Phép tinh tién va phép doi hinh
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Gid su phép tinh tién T. bi€n dudng thang d thanh dudng thang d'. Ldy hai
diém phan biét M, N trén d va goi M', N' lan luot 1a anh cua M, N qua
phép tinh tién 7 thi M', N' nam trén d'. Ta c6 MN =M'N" Vay hai
dudng thing d va d’ ¢6 ciing vecto chi phuong nén d // d' hoic d tring véi d'.

d trung véi d khi & cung phuong vai MN , tiic 1a khi @@ 1a vecto chi phuong
cuad:d// d khi u khong phai la vecto chi phuong cua d.
Phép tinh tién theo vecto 00", trong d6 O la giao diém ctaa va b ; O' la
giao diém cua @' va b',
(h.2)
Tam giac MPQ co QA la mdt duong H
cao (vi QA L MP). Boi vay néu ta ke
MM' 1 PQ thi MM' cat QA tai truc
tim H cua tam giic MPQ, doan
thaing OA 1a duong trung binh cua
tam gidac NMH nén

MH =20A = BA.
Vay phép tinh tién T theo vecto BA
bién M thanh H. Chd y ring M
khong tring véi A hoac B, ta suy ra
quy tich H 1a anh cua duong tron ()
(khong ké hai diém A va B) qua phép tinh tién dé.

Lam tuong tu doi vai truc tim H' cua tam giac NPQ.
(h.3)

Gia sir da xdc dinh dugc M va N theo

yéu cau cua bai toan. Khi doé, phép

tinh ti€n T theo vecto OA s& bién

diém M thanh diém N va bién duong .
tron (O : R) thanh dudng tron (A : R). \
Vi (O : R) di qua M, nén (A : R) di

qua N. Do dé N la giao diem cua hai I
duong tron (A ; R) va (O, ; Ry). Tu

do, dé dang suy ra ciach dung. Hinh 3



S0 nghiém hinh phu thudc vao so
giao diém cua hai duong tron (A ; R)

va (0; 1 Ry).
(h.4)
Theo gia thiét, ta co
AD = BM = CN.
Vi vay, phép tinh tién theo vecto AD Hinh 4

bién tam giic ABC thanh tam giic DMN. Suy ra, néu O' la tim dudng tron
ngoal tiép tam giac DMN thi phép tinh tién doé bién O thanh O', tuc la

00' = AD.
Do d6
00' = AD =R

va vi vay O' nam trén (O ; R).
VGi diém M bat ki, gia st T(M) = M, va T'(M;) = M'. Khi d6 MM = ii
va M\M' =V, suy ra MM = ii +7. Hop thanh cua T va T' bién M thanh
M' nén hop thanh doé 1a phép tinh tién theo vecta u + V.
Phép hop thanh dé la phép dong nhat khi va chi khi
i +7=0.
¥ =l

Biéu thiic toa do ctia phép tinh tién T 1a { 1 5
y=y-2

suyra x=x-1, y=y"+2.

a) i) Néu M(x ; y) nim trén dudng thing a thi 3x—5y+1=0 hay
x-D-5(y+2)+1=0 < 3x'-5y-12 =0. Diéu d6 ching to diém
M'(x';y") thoa man phuong trinh 3x — 5y — 12 = 0. D6 la phuong trinh
anh cua duong thang a.

ii) Puong thang b c6 vecto chi phuong 1a #(1; — 2) nén phép tinh tién T bién b
thanh chinh né. Vay anh cua b ciing c¢6 phuong trinh 2x + y + 100 = 0.

b) Néu M(x ; y) nam trén duong tron da cho thi
Py ey pgel s 0@ I D == e 2)<1=0

o x4 y‘z— 6x'+ 5y+ 10 =0.
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10.

11.

12.

Nhu vay diém M'(x' ; ') thod man phuong trinh X+ yz —6x+35y+10=0.
D6 la phuong trinh dudng tron anh cua dudng tron da cho.
Gia st diém M(x ; v) nim trén dudng thing d : Ax+ By + C = 0. Khi dé6
anh cua M la diém M'(x"; y) ma x'=x+a, y' =vy+b hay x=x'-a
y=y'—bh. Suyra A(x'-a)+ B(y'- b) + C =0, hay
Ax'+ By'-aA-bB +C = 0. (1)

Dé phép tinh tién T bién d thanh d’ ta phai c6 Ax'+ By'+ C' = 0. (2)
So sanh (1) va (2) tasuyra aA + bB+ C'- C =0 (¥).
Vay cdc vecto u(a;b) can tim phai co toa do thoa man dieu kién (*).
Gia st F 1a phép doi hinh bién A thanh A, bién B thanh B, bién C thanh C.
Néu F khong phai 1a phép déng nhit thi ¢é it nhat mot diém M sao cho
F(M) =M va M' khiac v4i M. Khi d6, vi F bién A thanh A va bién M thanh
M' nén AM = AM', tuong tu ta cling c6 BM = BM', CM = CM'. Vay ba diém
A, B, C nam trén dudng trung truc cua MM', trii v4i gia thiét A, B, C
khong thang hang. Vay F phai la phép déng nhat.
Vi méi phép doi hinh déu khong lam thay doéi khoang cich giira hai diém
bét ki, nén hop thanh cuia chiing cling ¢6 tinh chit dé, boi vay nd ciing la
phép doi hinh.
Gia slt phép doi hinh F bién hai dudng thing song song a va b thanh hai
dudng thang @' va b'. Ta ldy dudng thing ¢ nao d6 vuong goéc véi a va b, cit
a va b ldn luot tai A va B. Khi d6 F bién A thanh A' ndm trén &', bién B thanh
B'naimtrén b'. Via LABvab LABnéna LAB vab' LA'B. Vaya' [/ b' va
vi AB = A'B' nén khoang cich gitta @ va b bang khoang cich gitta a' va b'.
Gia str c6 hai phép doi hinh khdc nhau F| va F, cung bién tam giac ABC
thanh tam gidc A'B'C'. Khi d6, ¢6 it nhat mot diém M sao cho F, bién M
thanh M'| va F5 bién M thanh M'; khac M',. Khi do ta c6

AM =A'M', va AM = A'M',
nén A'M'; = A'M', hay A' ndm trén dudng trung truc cta doan thang M| M',.
Tuong tu, diém B' va C' ciing ndm trén dudng trung truc d6. Suy ra ba
diém A', B', C' thang hang, vo Ii.
a) Phép doi hinh F bién méi duong tron (O ; R) thanh dudng tron (0" ; R),
trong d6 diém O' la anh cua diém O. Néu hai duong tron dé trung nhau thi



14,

15,

O phai tring véi O' va do do trung va6i /. Vay cdc duong tron duogc bién
thanh chinh né khi va chi khi ching ¢6 tam la /.

b) Gia sit @ la dudng thang khong di qua /. Také IH L a, H € a. Khi d6 F
bién H thanh H', bién duong thang /H thanh duong thang IH' va bién
duong thang « thanh dudng thang @' di qua H' va vuong goc véi IH' tai H'.
Chu ¥ rang vi a khong di qua [ nén H khong trung véi H'. Tur do, suy ra a'
khong trung vai a.

(h.5)

Lay diém M bat ki nim trén a va khéc

I, phép doi hinh F bién a thanh a nén p N
bién diém M thanh diém M' trén a,
IM = IM'. Ngoai ra vi M khic M' nén [

1A trung diém cta MM', A T e -
Goi b 1a dudng thiang di qua [, vuong

goc vai a thi F bién b thanh dudng P g
thang di qua / va vuéng géc vdi a. Do b

dé b bién thanh b. Ciang lap luian nhu Hinh 5

trén, néu N nidm trén b thi F bién N

thanh N' sao cho / 1a trung diém cia NN'.

Biy gi® gia str diém P khong nam trén a va b. Ke PM Lava PN L b (M € a,
N € b). Theo chiing minh trén M bién thanh M', N bién thanh N' sao cho [/
1a trung diém cua MM’ va NN'. Suy ra P bién thanh diém P’ sao cho M'IN'P"
1a hinh chit nhat va do d6 / 1a trung diém cia PP',
(h.6)

Trude hét, F khong thé bién hai diém phan biét
thanh chinh né vi khi dé dudng thang di qua hai
diém dé phai bién thanh chinh né, trdi véi gia
thiét 1a F bién duong thang thanh duong thang
vuong goc.

Dé chitng minh su tén tai cia diém bién thanh
chinh né, ta hiy ldy mot diém A nao dé va goi A, A
A, = F(A), A, = F(A)). Hinh 6

A
-

LY
-

]

Néu A tring A; thi A la diém bién thanh chinh nd, boi vay ta gia s ring A
khac A,. Khi d6 A, khdc A; va dudng thing A A, vuéng goc véi dudng
thing AA;. Puong thang édnh clia AA, 1a duong thing d qua A, vuéng goc
vGi AA,. Puong thang anh ctia A A, 14 dudng thang d' qua A,, vuong goc
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16.

17.

vGi A|A,. Viy F bién A, thanh giao diém A4 clia d va d'. Vi F la phép doi
hinh nén AAA,A; la hinh vuong. Trung diém / ctia AA, bién thanh trung
di€ém clia A;A5, tic 1a I bién thanh chinh né qua F. Vay F c¢6 duy nhat
diém 7 bién thanh chinh né.
Néu F la phép doi hinh 6 tinh chat di cho thi dé thiay F khong c6 diém
bién thanh chinh né, vi néu / 1a diém nhu thé thi duong thing a di qua /
bién thanh dudng thing &' ciing di qua I nén @' khéng song song vdi a.
Ta ldy mot diém A bat ki, goi A'= F(A) va A" = F(A") thi dudng thang a di
qua A va A’ bién thanh dudng thiang «' di qua A' va A", do d6 a va @' cit
nhau tai A", vo 1i. Vay khong c6 phép doi hinh F c6 tinh chét da cho.
Ta ldy hai diém bat ki M = (x; ; o) vA N = (x; ; y;). Khi dé F bién M, N
ldn luot thanh M', N' ¢6 toa do
M =(axg+byg+p:cxg+dyy+q)va N =(ax; + by, +p:cx; +dy, +q).
Suy ra
M'N? = [a(x, - xg) + b(y; = yp))* + [e(x| = xp) + d(y; = yo)I’

= (@ + ) —x) + (" + &)y, = yo)* + 2(ab + cd)(x; — x)(¥; — ¥o)

2 2

= (x; = Xp)" + (¥1 = Yo)

= MN°.
Nhu viy M'N' = MN.
Vay F la phép doi hinh.



