§2, §3, §4. Hai dudng théng vuéng géc.
Ppudng thdng vudng gbc véi mat phéng.
Hai m&t phéng vudng géc
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1. a) Géc gifta hai duong thang Ay va A, la géc gifta hai dwong thang a, va
a, cing di qua mot diém, lan lugt song song (hodc tring) vai Ay va A,.

Néu u,, i, lan luot la vecto chi phiong ciia Ay, A, va (Ui 1, ) = a thi géc
giita hai ducng thdang A, va A, bang a hodc 180° — o tuy theo a < 90°
hodc a > 90°,

b) Hai ducmg thang goi la vuéng géc véi nhau néu géc giita chiing bang 90°.
Ay LAy iiy.ii, =0, vdi iy, 5, ldn luot la vecto chi phuong ciia Ajva A,.
2. a) + Puong thdng goi la vuong géc véoi mdt phang néu né vuong géc voi
moi diwomg thang ciia mdt phdang do.

+ Pé dicong thang a vuéng géc voi mdt phang (P) diéu kién cdn va dii la a
vuong goc voi hai duong thang cdt nhau cua mdt phang (P).

+ C6 duy nhdt mét mdt phang (P) di qua mét diem O cho truée va vuong
ebc vai diwomg thang a che trioc.

Cé6 duy nhdt mét duomg thang A di qua mét diém O cho trudc va vuong géc
véi mdt phang (P) cho trude.

Mdt phdng di qua trung diém O ciia doan thang AB va vudng géc véi AB
goi la mdt phéng trung trice ctia doan AB.

Mt phang trung truc cia mot doan thdng la tap hop cdc diém cdch déu
hai ddu ciia doan thang do.

Tdp hop cdc diém cdach déu ba dinh cua tam giac ABC la duong thdng
vuong gée voi mdt phang (ABC) va di qua tam dudng tron ngoai tiép tam
gide ABC.

b) Dinh Ii ba dudng vudng goc

Cho duwong thang a ¢6 hinh chiéu trén mdt phang (P) la duong thang a'.
Khi dé mét duong thang b ndam trong mdt phdng (P) vuéng géc voi a khi
va chi khi no vuong goc voi a'.



¢) Géc giita duong thdang va mdt phdng la géc gita duong thang va hinh
chiéu ciia duong thang dé trén mdt phang (néu hinh chiéu do la mot diém

thi xem géc giita duong thang va mdt phang bdang 90°),

3. a) Gée gifta hai mdt phdng la géc giita hai duong thdang ldn ot vuéng
ede véi hai mdt phdng dé.

b) + Hai mdt phdng goi la vuéng géc véi nhau néu gée giita chiing bang 90°.

+ Diéu kién cdn va dit dé hai mdt phdng vuong géc la mot trong hai mdt
phdng dé chita duong thang vuong gée véi mdt phdng con lai.

- ai=(P)r (Q)l
(P) L (R) =al(R).
(Q) L (R) J
Il - DE BAI

16.

17.

18.

Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh thoi, canh bén SA = AB va SA vuong

g6c v6i BC.

a) Tinh goc gitta hai duong thang SD va BC.

b) Goi I, J ldn lugt 1a cdc diém thuoc SB va SD sao cho 1J // BD. Ching

minh rang goc gitta AC va IJ khong phu thudc vao vi tri cua [ va J.

Cho hinh hop ABCD.A'BC'D' cé cdc canh bing a, BAD =60°,
BAA' = DAA' = 120°.

a) Tinh goc gitta cdc cap dudng thang AB v6i A'D va AC' véi B'D.

b) Tinh dién tich ciac hinh A'B'CD va ACC'A".

¢) Tinh géc gilta dudng thing AC" va cdc duong thang AB, AD, AA'.

Cho tir dién ABCD trong dé goc giita hai duong thang AB va CD bang a.

Goi M la diém bat ki thuéc canh AC, dat AM = x (0 < x < AC). Xét mat
phing (P) di qua diém M va song song véi AB, CD.
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a) Xdc dinh vi tri diém M 3¢ dién tich thiét dién cua hinh & dién ABCD
khi cat boi mp(P) dat gid tri 16n nhét.

b) Chitng minh ring chu vi thiét dién néu trén khong phu thuéc vao x khi
va chi khi AB = CD.

Cho hinh chop S.ABCD c¢6 ddy 1a hinh binh hanh, mat bén SAB la tam giic
vuéng tai A. Vdi diém M bat ki thudc canh AD (M khiac A va D), xét mat
phang (&) di qua diém M va song song vdi SA, CD.

a) Thiét dién cta hinh chép S.ABCD khi cit boi mp(«) 1a hinh gi ?

b) Tinh dién tich thiét dién theo @ va b ; biét AB = a, SA = b, M la trung
diém ctia AD.

Cho i dién ABCD. Liy cic diém M va N lan luot thuoc cic dudong thing
BC va AD sao cho MB = kMC va NA = kND véi k 1a s6 thuc khac 0 cho
trude. Pat e la goc gitra hai vecto MN va BA ; f1a goc gitra hai vecto
MN va CD. Tim méi lién hé giita AB va CD dé o= = 45",

Cho tit dién ABCD. Goi [, J, H, K 1an lugt 1a trung diém cua BC, AC, AD, BD.
Hay tinh géc giita hai dudng thing AB vi CD trong céc truding hop sau :

a) Tu giac IJHK 1a hinh thoi c6 dudng chéo IH bang NI

b) T gidc IJHK 14 hinh chit nhat.

Cho hai tam gidc can ABC va DBC ¢6 chung canh diy BC va nam trong
hai mat phang khic nhau.

a) Ching minh ring AD vuéng goc véi CB.

b) Goi M va N 1a cdc diém lan luot thuoe cdc dudng thing AB va DB sao
cho MA = kMB ,ND = kNB. Tinh gbc gitta hai dudng thing MN va BC.

Cho tir dién ABCD c6 CD =%AB. Goi /, J, K lan luot 1a trung diém cia

BC, AC, BD. Cho biét JK =%AB, tinh goc gitta duong thang CD véi cic
duong thang IJ va AB.

Cho tit dién ABCD ¢c6 BC =AD =a, AC=BD =bh,AB=CD =¢. Dat a la
goc gitta BC va AD ; fla goc gitta AC va BD ; yla goc giita AB va CD.
Ching minh rang trong ba s6 hang a’cosa, bzmsﬁ, c'zmsycé mot s6 hang
bang tong hai sé hang con lai.
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Cho tr dién ABCD c¢6 tét ca cac canh bang nhau. Goi M va N lan luot 1a
trung diém ctia AB va CD. Liy cic diém I, J, K lin luot thudc ciac dudng
thing BC, AC, AD sao cholB = kIC, JA = kJC, KA = kKD trong dé k 1a
s6 khic 0 cho trude. Chimg minh rang :

a) MN L IJ va MN 1 JK.

b) AB L CD.

Cho hinh chép S.ABCD c6 day 1a hinh binh hanh va SA = SC, SB = SD. Goi O
la giao diém ctia AC va BD.

a) Ching minh ring SO L mp(ABCD).

b) Goi d la giao tuyén ctia mp(SAB) va mp(SCD) ; d, la giao tuyén cua
mp(SBC) via mp(SAD). Chitng minh rang SO L mp(d, d).

Cho hai hinh chit nhat ABCD, ABEF nam trén hai mat phang khdc nhau
sao cho hai duong chéo AC va BF vuong goc. Goi CH va FK lan luot 1a hai
dudng cao cta hai tam gidc BCE va ADF. Ching minh rang :

a) ACH va BFK la cic tam giac vuong.
b) BF L AH va AC 1 BK.

a) Cho tif dién DABC c¢6 cic canh bang nhau. Goi H la hinh chiéu cua D
trén mp(ABC) va [ la trung diém cta DH. Ching minh ring wt dién JABC
co IA, IB, IC d6i mot vudng goc.

b) Cho tir dién IABC c6 IA = IB = IC va IA, IB, IC dd6i mot vuong goc ; H
1a hinh chiéu cta / trén mp(ABC). Goi D la diém déi ximg cua H qua /.
Chitng minh tit dién DABC ¢6 céc canh bing nhau.

Cho hinh chop S.ABC ¢6 SB vuong goc vai mp(ABC), ABC la tam gidc
vuong tai A.

a) Chitng minh ring ACS 1a tam gidc vuéng.

b) Tinh SA, SB, SC biét ring ACB = a, ACS = 8 viBC = a.

Cho hinh chop S.ABCD c¢6 day la hinh thoi canh @, canh bén SA vuéng goc
véi mp(ABCD), SA = a va ABC = 60°.

a) Tinh do dai cac canh SB, SC, SD.

b) Goi I 14 trung diém cta SC. Chimg minh ring IB = ID.
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Chitng minh rang néu cdc cap canh déi dién cua td dién ABCD vuéng goc
vGi nhau tirng doéi mot thi trong bén mat cua tir dién c6 it nhat mot mat la
tam gidc nhon (¢a ba gbc cua né déu nhon).

Cho t dién ABCD, day la tam giac can va DA 1 mp(ABC), AB = AC = a,
BC = %a. Goi M la trung dieém cta BC. V& AH vuéng goc véi MD (H thude

dufmgqthﬁng MD).
a) Chitng minh ring AH L mp(BCD).

b) Cho AD = %a. Tinh goc giita hai dudng thang AC va DM.

c) Goi Gy, G, lan lugt 1a cdc trong tam cua tam gidc ABC va tam giic
DBC. Chiing minh rang G,G, L mp(ABC).

Hinh chop S.ABCD c6 day 1a hinh vuong canh a, canh bén SA vuong goc
vGi mat phang (ABCD) va SA = a.

a) Goi D, la trung diém ctia SD. Chiing minh rang AD, L (SCD).

b) Goi O la tim cta hinh vuéng ABCD, M 1a diém thay déi trén SD. Chimg
minh riang hinh chi€u ctia diém O trén CM thuoc dudng tron c6 dinh.
Trong mat phing (P) cho hai diém A va B phan biét. Poan thing SA vuong
g6c véi mit phang (P). Goi A 1a duong thang nim trong (P) va di qua
diém B, H 1a chan dudng vuong goc ké tir diém S dén A.

a) Chitng minh ring diém H thudc mot duong tron ¢6 dinh khi A thay doi.
b) Goi AK la duong cao cua tam gidac SAH ; Al 1a duong cao cua tam gidc
SAB. Chiing minh rang diém K thuoc duong tron ¢é dinh khi A thay déi ;
Xac dinh vi tri ciia duong thang A dé dién tich tam gidc AKJ dat gid tri I6n nht.
c¢) Hay xdc dinh vi tri ctia duong thang A dé do dai SH dat gi4 tri 16n nhat
hoac bé nhat.

Cho tam gidc ABC vuong tai B. Ly diém § bit Ki trén dudng thing vuéng goc
vGi mat phang (ABC) ké tir diém A (S = A). Goi B, C, lan lugt 13 hinh
chi€u cta diém A trén SB va SC. Ching minh ring khi diém S thay doi thi
a) Giao tuyén clia mat phang (ABC) va mit phang (AB,C,) la dudng thang

cO dinh va la tiép tuyén cua dudng tron ngoai tiép tam giac ABC ;

b) Pudng thing B,C, di qua diém ¢6 dinh / va IAB = ICA.



3.

37.

38.

39.

40.

Cho hinh chop S.ABC co6 diy la tam gidc khong can va SA vudng goc
vGi mp(ABC). Goi AB,, AC lan luot 1a cdc dudng cao cla tam gidc SAB va SAC.
a) Chitng minh ring B,C, v BC 1a hai dudng thang cit nhau.

b) Goi / la giao diém cua hai duong thing BC va B;C,. Chiing minh ring
IAB = ICA.

Cho hinh chép §.ABCD cé day la hinh thoi, duong chéo AC = 4a, duong
chéo BD = 2a ; O la giao diém ctua AC v6i BD va SO vuéng goéc vai mit
phang (ABC), SO = h. Mot mat phang (@) di qua diém A va vubng géc vai
duong thing SC tai diém C,. Tim hé thic lién hé giita a va h dé diém C,
ndm trong doan thing SC, C, khdc § va khéc C. Khi dé, tinh dién tich thiét
dién cta hinh chop S.ABCD cit boi mp( ).

Trong mat phing (P) cho duding tron (‘¢) dudng kinh AC = 2R. Goi H 1a
diém thuoc AC (0 < AH < 2R). Mot duong thang A di qua H cat dudng tron
(‘€) tai hai diém B va D. Goi S 1a diém c6 dinh sao cho SA vuong géc véi

(P), dat SA = h. Mot mit phang (Q) di qua diém A va vuong goc véi SC cat
cac duong thiang SB, SC, SD, SH lan luot tai cac diém B, C, D, H,.

a) Ching minh rang t¢ gidc AB;C,D, ndi tiép mot dudng tron.
b) Pudng thang A phai thoa mén diéu kién gi dé H| 1a trung diém cta B,D, ?
¢) Duong thang A phai thod mén diéu kién gi dé AB,C,D, 1a hinh vuéng ?

Cho hinh chép §.ABCD c6 day la hinh vuéng canh a, canh bén 5A vuéng
go6c vo1 mat day (ABCD) va SA = a.

a) Chitng minh rang cdc mat bén ctia hinh chép S.ABCD la céc tam gidc vuong.
b) Tir A ké AB, L SB, AD, L SD. Chiing to rang mp(AB,D) L SC.

Goi C, la giao diém cua SC véi mp(AB,D,). Ching to rang ti gidc
AB,C D, c6 hai dudng chéo vudng géc va tinh dién tich cua tir gidc do.

Cho tam gidc déu ABC c6 canh bing a. Goi A la dudng thang vuong goéc
vGi mat phang (ABC) ké tir A. V6i diém M bt ki thuoc A, M = A, goi K 1a
tryc tam cua tam gidgc MBC va A, 1a dudng thing di qua K va vuéng géc
véi mat phang (MBC). Chitng minh ring :

a) A; di qua diém c6 dinh khi M thay d6i trén A.
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b) A, cat A tai diém N va BM vuoéng goc véi CN, CM vuodng goc vGi BN,
Xdc dinh vi tri diém M dé do dai MN dat gid tri bé nhiit.

Cho tit dién SABC, hai mat phang (SAB) va (SBC) vuéng géc vGi nhau va
co SA vuong goc véi mp(ABC), SB =a\2, BSC = 45°, ASB = a .

a) Ching minh ring BC vuéng goc vai SB. Tim diém ciach déu cdc diém
S,A,B, C.

b) Xdc dinh & dé hai mat phing (SCA) va (SCB) tao vdi nhau géc 60°,

Cho hinh vuéng ABCD. Goi S la diém trong khéng gian sao cho SAB la
tam gidc déu va mp(SAB) vuéng gbe vai mp(ABCD).

a) Ching minh ring mp(SAB) L mp(SAD) va mp(SAB) L mp(SBC).

b) Tinh goc giita hai mat phang (SAD) va (SBC).

¢) Goi H va I lan luot la trung diém ctia AB va BC. Ching minh ring
mp(SHC) L mp(SDI).

Cho hinh chit nhat ABCD véi tam O, AB = a, BC = 2a. Liy diém S trong

khong gian sao cho SO vudng goc vai mat phiang (ABCD), dat SO = h. Goi

M va N lan luot 1a trung diém ctia AB va CD.

a) Tinh goc gitta mp(SMN) v6i cdc mat phang (SAB) va (SCD). Tim hé thiic

lién hé gitta h va a d€ mp(SMN) vuoéng géc v6i cdc mat phang (SAB), (SCD).

b) Tinh géc gitta hai mat phing (SAB) vi (SCD). Tinh h theo a dé hai mat

phing dé vuong goc.

Cho hinh chép S.ABCD c6 diy la hinh chir nhat, AB = a, BC = 2a, canh

bén SA vuong goc vai mat diay, SA = a. Tinh :

a) Cic goc gilta cic mat phang chira cic mat bén va mat phang ddy cla

hinh chop.

b) Goc gitra hai mat phang chira hai mat bén lién ti€p hoac hai mat bén déi

dién cua hinh chap.

Cho ta dién ABCD c¢6 canh AD vuong goc vai mp(DBC). Goi AE, BF la hai

duong cao cua tam gidc ABC ; H va K lan luot la tryc tdm cia tam gidc

ABC va tam giac DBC. Ching minh ring :

a) mp(ADE) L mp(ABC) va mp(BFK) L mp(ABC) ;

b) HK | mp(ABC).
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2(1\/6 . Trén
3

duong thang vuong goc véi mat phang (P) tai giao diém O cia hai dudng

chéo ctia hinh thoi, ta 14y diém § sao cho SB = a. Chitng minh ring :

Trong mit phang (P), cho hinh thoi ABCD vé6i AB = a, AC =

a) Tam gidc ASC vuong.

b) Mat phang (SAB) va mat phang (SAD) vuéng goc vGi nhau.

Cho tam gidc can ABC, AB = AC = a, BAC = 120°. Xét hai tia ciing chiéu
Bt, Ct' va vuong géc véi mp(ABC). Liy diém B' thuoc Bt, C' thuoe Ct' sao
cho BB'=3CC'vaC' = C.

a) Chitng minh ring giao tuyén ctia mp(ABC) va mp(AB'C") ¢6 dinh khi B,
C' thay déi.

b) Khi BB' = a, tinh géc giita hai mat phing (AB'C") va (ABC), tinh dién
tich tam gidc AB'C'.

Cho hai mit phiing (P) va (Q) ciit nhau theo giao tuyén A va tao véi nhau
gdc . Xét hai diém M va N ldn lugt thuoc (P) va (Q). Ké MI vuéng goc
voi A, NJ vuong goc voi A. Cho biét MI = a, NJ = b, IJ = ¢. Tinh do dai MN.
Cho hai mat phang (P) va (Q) vuéng goc v6i nhau theo giao tuyén A. Liy
hai diém A, B ¢6 dinh thudc A sao cho AB = a. Goi SAB 1a tam gidc déu
trong (P), ABCD la hinh vuéng nam trong (Q).

a) Tinh géc gitta mat phang (SCD) vdi cic mat phang (P) va (Q).

b) Goi 0, 1a giao diém cta hai duong thing B,C va A,D, 6 d6 A, B, tuong
tng 1a cdc trung diém cua SA, SB. Goi H, la giao diém cta dudng cao SH
cua tam giac SAB v&i mp(AB,CD). Ching minh ring SO, vuéng goc vdi
SA va CD. Tinh goc gitta mp(AB,0,) v6i cdc mit phiang (P) va (Q).

Cho hinh chép tam giic déu S.ABC canh diy bang a, dudng cao SO = 2a.
Goi M la diém thuoc dudng cao AA, clia tam gidgc ABC. Xét mat phang (P)
di qua diém M va vudng goc vai AA,. Dat AM = x.

a) Xdc dinh thiét dién cua hinh chép khi cat boi mp(P).

b) Tinh dién tich thiét dién vira xdc dinh theo a va x. Xdc dinh vi tri diém M
dé dién tich thiét dién doé dat gid tri 16n nhit.
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Trong mp(P), cho hinh cht nhat ABCD véi AB = b, BC = a. Goi E, F lan

luot 1a trung diém ctia AD va BC. Trong mat phang qua EF va vuoéng goc

véi (P) vé nira dudng tron duong kinh EF. Goi § 1a diém bit ki trén nira

duwong tron do.

a) Chitng minh ring mp(SEF) vuong goc véi hai mat phang (SAD), (SBC)

vi mp(SAD) vuéng goc vai mp(SBC).

b) Goi H'. K' lan luot 1a hinh chiéu cua cdc truc tim H va K cla cic tam

gidac SAD va SBC xuéng (P). Ching minh rang HH'.KK' khong phu thuoc

vio vi tri diém .

Cho hinh lip phuong ABCD.A'B'C'D' canh a.

a) Tinh géc tao boi hai duding thing AC' va A'B,

b) Goi M, N, P lan luot la trung di€ém cua céc canh A'B', BC, DD'.

Ching minh ring AC' vuong géc véi mp(MNP).

Cho hinh lang tru déu ABC.A'B'C' canh ddy bing a, chiéu cao bing h.
2 5

biém M thudc doan AB' sao cho —— = —-
iem 1dc doan sao cho - = 7

a) Tinh géc giira hai dudng thing AC va BC'.

b) Mot mat phiang (P) di qua diém M va song song vdi cdc dudng thing

C,C

C,C'

Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D' canh a. Xét ti dién AB'CD'. Cat ta

dién d6 bang mat phang di qua tAm cua hinh lap phuong va song song vdi

mp(ABC). Tinh dién tich thiét dién thu duoc. Hay xét két qua cua bai toan

khi ABCD.A'B'C'D" 1a hinh hop chir nhit véi ba kich thude la a, b, .

A'C va BC' cit dudng thing CC' tai C,, tinh ti s6

Cho hinh lang tru tam gidc déu ABC.A'B'C' ¢6 tdt ca cédc canh bang a. Goi
C, la trung diém cta CC'.

a) Tinh géc gitta hai dudng thing C{B va A'B'. Tinh géc gita hai mat
phing (C,AB) va (ABC).

b) Chiing minh rang hinh chép C{.ABB'A' 1a hinh chép tit gidc deéu.

c) Mot mat phang (P) chita canh AB, tao v&i mit phang ddy (ABC) goc ¢

va cat hinh lang tru da cho theo hinh cé dién tich khdc khong. Tinh dién
tich thiét dién do theo a va ¢.



