MAT CAU, KHOI CAU

1. Pinh nghia mit ciu
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Cic qua béng nhu bong ban, bong da, bong chuyén cho ta hinh anh cia
mot hinh trong khong gian ma ta sé goi la mdr cdu. Pinh nghia ctia mat
cidu cing don gian nhu dinh nghia quen thudc cia dudng tron trong hinh
hoc phang.

DINH NGHIA

Tdp hop cdc diém trong khoéng gian cdch diém O c6 dinh
mot khodng R khéng déi goi la mét cau ¢é tam la O va bdn
kinh bdng R.

Mat ciu nhu thé thuong duge ki hiéu 1a S(O ; R). Nhu vay :
S0 ; Ry ={M|OM = R}.

Cac thuat ngu
Cho mat ciu S(O ; R) va mot diém A nao dé (h.32).

a) Néu OA = R thi theo dinh nghia, diém A thuoc
mat cdu. Khi d6 doan thing OA ciing duoc goi la
ban kinh cua mat cau.

Néu OA va OB li hai ban kinh sao cho A, O, B thiing Hinh 32
hang thi doan thang AB duogc goi la duomg kinh cua



mat cdu. Nhu vay, mét mét ciu duge xdc dinh khi biét tam va ban kinh R hoic
khi biét mot duong kinh AB cua no.
b) Néu OA < R thi ta néi rang diém A ndm trong mat céu.
c) Néu OA > R thi ta n6i rang diém A ndm ngodi mat ciu.
Trén hinh 32, ta ¢6 diém A nam trén mat cdu, AB 1a dudng kinh, diém A,
nam trong mat cdu va diém A, ndim ngoai mat céu.
d) Tap hop céc diém thudc mat cdu S(O ; R) ciing véi cdc diém nam trong mat
cdu dé duoc goi 1a khoi cdu S(O ; R) hoac hinh cdu S(O ; R). Nhu vay, khoi
céu S(O ; R) 1a tap hop cic diém M sao cho OM <R.
Mot so vi du
Vi du 1. Cho hai diém A, B ¢6 dinh. Chitng minh rdng tap hop cdc diém M
sao cho MA . MB =0 la mdt cau duong kinh AB.
Gidi. Goi [ 1a trung diém cua AB, ta c6

MA . MB = (Mi + 1A).(MI + 1B)

=(Mi +14).(Mi - TA) = MI? - 1A%

Suyra MA.MB=0 & Ml =IA=IB.

Viy tap hop cdc diém M 1a mat cdu tdm / bén kinh R = JA, titc 12 mat céu
dudng kinh AB. m
Vi du 2. Cho tit dién déu ABCD c¢é canh bdng a. Tim tdp hop cdc diém M
sao cho
MA® + MB* + MC* + MD*= 24>
1 (dé gidi vi du 2)
Goi G la trong tam cla tr dién ABCD, ta c6
MA? + MB + MC® + MD? =MA" + MB" +MC~ + MD"
S NN SN . | N [ W
=(MG +GA)” +(MG +GB)” +(MG+GC)” +(MG+GD)".
a) Hay tinh toan tiép dé di dén két qua :

MA2 + MB? + MC? + MD? = 4MG* +-§-a2.

b) Hay két hop két qua trén véi dang thitc da cho trong bai toan dé tim gia tri clla MG.
c) Phat biéu két qua clia bai toan.
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2. Vi tri twong déi giita mit cau va mit phing

Cho mat cdu S(O ; R) va mat phing (P). Hién nhién mat phang c6 thé cit
hoac khong cit mat cdu. Néu mat clu & cach mat phing qué xa thi rd rang
la ching khéng cat nhau. D6 xa, gin ctia mat cdu va mat phang phu thudc
vao ban kinh R cua mat ciu va khoang cich d tir tam O cua mit ciu tdi
mdt phang (P). Goi H 1a hinh chi€u ctia O trén mp(P) thi d = OH.

2
‘% Hay chimg t6 ring diém M 1 diém chung cla mat cdu S(O : R) va mp(P) khi va chi
khi M € (P)va HM” = R® —d" (h.33a).

3
R Tur Hoat dong 2, c6 thé két luan gi vé giao clia mat cau S(O : R) va mp(P) trong
cactruonghop:a)d<R;b)d=R;c)d>R?

LS

a) b) c)
Hinh 33

Toém lai, ta c6 két luan :

Cho mat cau S(O ; R) va mdt phang (P), goi d la khodng cdch
tie O toi (P) va H la hinh chiéu cua O trén (P). Khi do :

* Néu d < R thi mp(P) cdt mat cdu S(O ; R) theo giao tuyén la
duomg tron nam trén mdt phang (P) c¢6 tdm la H va ¢é bdn kinh

r=vR:-d* (h.33a) ;

e Néu d = R thi mp(P) cdt mdt cdu tai mot diém duy nhdt H
(h.33b) ;

* Néu d > R thi mp(P) khéng cdt mdt cdu S(O ; R) (h.33¢).
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Khi d = 0 thi mp(P) di qua tim O cla mat cdu, mat phang dé dugc goi la
mdt phdng kinh ; giao tuyén cta mat phang kinh v6i mat céu la duong tron
¢6 ban kinh R, dudng tron d6 goi 1a dwong tron Ién ciia mat cu.

Trong trudng hop d = R, mp(P) va mat cdu S(O ; R) ¢6 diém chung duy
nhdt 12 H. Khi d6 ta n6i mat phang (P) tiép xic v6i mat cdu tai diém H,
hoac con néi mp(P) la tiép dién cia mat cdu tai diém H. Diém H goi la
diém tiép xiic (hodc tiép diém) cua (P) va mat cdu.

[21] Ménh @é sau day c6 diing khong : Piéu kién cdn va dii dé mp(P) tiép xiic
vai mdt cau S(O ; R) tai diém H la mp(P) vuéng géc voi ban kinh OH tai
diem H ?

Bai toan 1

Mt cdau di qua moi dinh ciia hinh da dién A goi la mat cdu ngoai tiép hinh
da dién H'va hinh da dién A goi la néi tiép mdt cdau dé.

Chitng minh rdng hinh chép noi tiép mot mat cau khi va chi khi day cua né
la da gidc noi tiép mor duong tron.

R 4 (dé giai bai toan 1)
a) Néu hinh chép 5.4,A4,... A, ndi ti€p mdt mat cdu thi vi sao co thé két luan rang
da giac day A A,...A,, ndi ti€p mét dudng tron ? D6 1a dudng tron nao ?

b) Cho hinh chép c6 da giac day A A,... A, ndi tiép dudng tron tam /. Hay xac dinh

diém O cach déu tat ca cac dinh ca hinh chép. Tir d6 suy ra hinh chép ndi tiép
mét mat cau.

[22]Tai sao cé thé néi : Hinh tit dién nao ciing ¢é mdt cdu ngoai tiép ?
H:‘.uh ldng tru tam gidc c6 canh bén khong vuong géc voi ddy cé thé noi
tiép mot mat cdu khong ? Vi sao ?
3. Vi tri tuong déi giira mat cau va dudng thang

Cho mait cdu.S(O ; R) va dudng thang A. Goi H 1a hinh chiéu cua O trén A va
d = OH la khoang céach tir O t6i A. Hoan toan tuong tu nhu trong trudng
hop mit cdu va mat phéng, ta ¢6 cdc két luan sau day (h.34) :
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a) b) c)
Hinh 34

* Néu d < R thi A car mdt cdu tai hai diém phdn biét (h.34a) ;
* Néu d = R thi A edt mdt cdu tai mét diém duy nhdt (h.34b) ;

* Néu d > R thi A khéng cdar mdrt cdu (h.34c).

Trong trudng hop d = R, dudng thing A va mat cdu S(O ; R) ¢6 diém chung
duy nhat 1a H. Khi dé, ta néi dudng thang A tiép xiic véi mat ciu tai diém H
hoac con ndi A la tiép tuyén cua mat ciu tai H. Diém H goi la diém tiép
xtic (hodc tiép diém) cua A va mit ciu.

Trong cac ménh dé sau day, ménh dé nao diing ?
a) Piéu kién cdn va di dé duomg thang A tiép xiic véi mat cau SO : R) tai
diem H la A vudng goc voi ban kinh OH tai diém H ;

b) Cé vo 56 duomg thdng tiép xiic voi mdt cdau S(O ; R) tai diém H, chiing
nam trén mdt phang tiép xiic véi mdt cdu tai H.

Bai toan 2. Hay chimmg minh rang ¢6 m¢t mdt cdu tiép xic vdi cde canh
cua mot tir dién déu ABCD cho trude. '
5 (dé giai bai toan 2)

Goi O |a trong tam cla t(r dién déu ABCD. Hay chiing minh rang khoang cach tir O
t6i cac canh cla t(r dién dé6 déu bang nhau.

Duong thang di qua diém A nam trong mdt cdu cé tiép xic véi mdt cdu
hay khong ?

Trong trudng hop diém A nim ngoai mat ciu, ta ¢é dinh i sau :
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DINH LI

Néu diém A nam ngoai mdt cdu S(O ; R) thi qua A ¢6 v s6
tiép tuvén voi mdt cau. Khi do

a) Do dai cdc doan thing néi A véi cdc tiép diém déu bang nhau.

b) Tap hop cdc tiép diém la mét domg tron nam trén mdt cdu.

ﬁ 6 (dé ching minh dinh 1)

L&y mét mat phang bat ki di qua AQ, nd cit mat cdu
S(O ; R) theo mdt duding tron (€) (h.35). Goi AH 1a mot
ti€p tuyén cla dudng tron do tai H. Chimg minh rang
AH ciing ti€p xUc vdi mat cau tai diém H.

a) Tinh d6 dai doan AH theo Rva d = 0OA.

b) K& HI vudng gbc vai OA tai I roi chimg minh rang
1 1a diém cd dinh khéng phu thudc vao tiép tuyén AH.
Tur d6 suy ra két luén b) trong dinh Ii.

Hinh 35

4. Dién tich mat ciu va thé tich khéi cau
Ta di biét thé nao la dién tich cta cdc da gidc phang. Ta dinh nghia dién
tich cua hinh da dién 1 t6ng dién tich cédc mat cua no.

Tuy mat cidu khong giong nhu hinh da dién vi n6é khong phai 1a hop cla
cdc da gidc, nhung hién nhién 1a né cting phai ¢c6 mot "dién tich" nao dé.
Néu dé son mot mat cdu, ta phai ding 1kg son va ciing v6i lkg son loai
dé, ta c6 thé son dugc mot hinh chir nhat (véi d6 mong cia 16p son nhu
nhau) thi ¢6 thé xem dién tich cia mat cdu bang dién tich hinh chir nhat.
Sau ddy ta néu ra cdch dinh nghia dién tich ctia mit cdu va ndi ro hon vé cong
thiic tinh dién tich dé. Ciing twong tu nhu vay déi véi thé tich cia khéi cdu.

Khdi niém vé dién tich mat cau va thé tich khdéi cau

Cho mat ciu dudng kinh AB (h.36).

Méi nira mat phing cé bd 1a dudng thing AB cit mat ciu theo mot nita
dudng tron dudng kinh AB. Ta goi cic nia duong tron d6 la cac kinh tuyén
iing v&i dudmg kinh AB.

43



44

M&éi mat phang vuong géc véi AB néu cat mat
cdu theo mét dudng tron thi duong tron do goi la
Vi tuyén img voi duong kinh AB.

Néu xem bé mat Trdi Dat 1a mot mat cdu ¢6 cuc
bic 1a A, cuc nam la B thi cdc kinh tuyén, vi
tuyén ndi trén chinh la cac kinh tuyén, vi tuyén
cua Trdi Dat.

Ching ta hdy lay moét s6 kinh tuyén va vi
tuyén ung véi duong kinh AB cia mat cau.
Ching sé chia mat ciau thanh nhiéu manh, cé
thé goi méi manh dé 1A mot "k gide cau" (dac biét c6 thé 1a "tam gidc
cdu"). Ta c6 thé thdy ring bon dinh clia mot "t gidc cdu” nam trén mot
mit phiang, vi do d6 ciing 12 bon dinh ctia mot td gidc phing (ding ra la
hinh thang can) ma ta s€ goi la "xdp xi phang" cla tr gidc cdu dang xét.
Tuwong tu, mdi "tam gidc cau” ciing ¢é "xap xi phang” 12 mot tam gidc can.
Tap hop cdc "xdp xi phing" clia tif gidc cdu v tam gidc cAu lam thanh mot
hinh da dién 7 noi tié€p mat ciu. Hinh da dién # goi la da dién xdp xi cla

Hinh 36

mat cau.

Ngui ta ching minh duge ring :
1) Khi do dai cac canh cua 7 tién t0i 0 thi dién tich cua hinh da dién / tién -
toi mét gioi han xde dinh. Gidi han do6 duoc goi 1a dién tich cua mat cau.

2) Khi dé dai cdc canh cua U tién tai O thi thé tich cia khéi da dién / tién
téi mot gici han xdc dinh. Gi6i han dé dugc goi 14 thé tich cua khai cdu.

Cac cong thiic

Dua vao dinh nghia trén va dung phuong phdp gidgi han, ngudi ta chiing

minh dugc cédc cong thic vé dién tich cia mat cdu va thé tich cla khéi cdu
nhu sau :

MGt cdu ban kinh R ¢6 dién tich la : S = 4nR*.
Khoi cdu ban kinh R ¢6 thé tich la : V = %1.'1:1'?3




Céu hdi va bdi tép

Trong khéng gian cho ba doan thang AB, BC, CD sao cho AB L BC, BC L CD,
CD 1 AB. Chiing minh ring ¢6 mit cdu di qua bén diém A, B, C, D. Tinh
bédn kinh mat cdu dé néu AB=a, BC=b,CD =c.
a) Tim tap 'hqp tam cdc mat cdu di qua hai diém phén biét A, B cho trudc,
b) Tim tap hop tam cdc mat cdu di qua ba diém phén biét A, B, C cho trudc.
¢) Tim tip hop tdm cdc mat cau di qua mot dudng tron cho trudc.
d) Cé hay khong mot mat ciu di qua mot dudng tron va mot diém nam
ngoai mat phiang chia dudng tron ?
Cho diém M nam trong mat ciu (S). Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé
nao ding ? i
a) Moi mat phang di qua M déu cit (S) theo mot dudng tron ;
b) Moi dudng thang di qua M déu cit (S) tai hai diém phan biét.
Cho dudng thing d va diém A khong nam trén d. Xét cdc mat cdu di qua A
vi ¢6 tdm nam trén 4. Ching minh ring cdc mat cdu dé luén di qua mot
duong tron cd dinh.
Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé nao ding ?
a) Néu hinh da dién noi ti€p mat cau thi moi mat cua né la da giac noi ti€p
dudng tron ;
b) Néu tat ca cic mat cua mot hinh da dién ndi tiép dudng tron thi da dién do
noi tiép mat céu.
a) Tim tap hop tAm cdc mat cau tiép xic vdi ba canh ciia mét tam gidc cho trude.
b) Chitng minh rdng néu c6 mat ciu tiép xic vdi sau canh cua hinh tir dién
ABCD thi

AB+ CD =AC+BD =AD + BC.
a) Tinh thé tich khéi cdu ngoai ti€p hinh chép tam gidc déu cé canh ddy
bang @ va chiéu cao bang h.
b) Cho hinh chép tif gide déu S.ABCD c6 tit ca cdc canh cung bang a. Goi
A', B, C’, D' lan lugt 1a trung diém cua cdc canh SA, SB, SC, SD. Chiing
minh ring cdc diém A, B, C, D, A’, B’, C’, D’ ciing thuoc mot mit cdu va
tinh thé tich khéi cu dé.
Cho tit dién ABCD v6i AB=CD =¢, AC=BD =b, AD =BC =a.
a) Tinh dién tich mat cdu ngoai tiép tit dién.
b) Chirng minh riang ¢6 mot mit cdu tiép xic v4i bon mét caa hinh ti dién
(n6é duoc goi 1a mat cdu ndi tiép ti dién).
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10.

Tinh dién tich mat cdu ngoai ti€p hinh chép S.ABC biét ring SA = a,
SB = b, SC = ¢ va ba canh SA, SB, SC d6i mot vuong géc. Ching minh rang
diém S, (fong tim tam gidc ABC vi tam mat ciu ngoai tié€p hinh chép S.ABC
thang hang.

a) Ching minh rang mot hinh lang tru ¢6 mat cdu ngoai tiép khi va chi khi
no la hinh lang tru ding véi ddy la da gidc noi ti€p duong tron.

b) Trong s6 cac hinh hop ndi ti€p mat ciu cho trude, hinh hop nao cé dién
tich toan phan lén nhét ?



