HE TOA PO TRONG KHONG GIAN

1. Hé truc toa do trong khéng gian

L]
—

Trong hinh hoc phéng, ta da biét hé truc toa
d6 trén mat phang. Hé d6 thudng duoc ki

hiéu 1a Oxy hoac (O ; ? }). Bay gi¢ ta thiét o
lap hé truc toa do trong khong gian. k e
Trong khong gian, xét ba truc toa d6 Ox, ~~~~777 o= ¥
Oy, Oz ¢6 chung diém géc O va déi mot T J
vuong goéc vai nhau (h.56). X '
Hinh 56

DINH NGHIA 1

|| Hé gom ba truc Ox, Oy, Oz doi mot vuéng goc duge goi la
hé truc toa do vuong goc trong khong gian.

Thuat ngir va ki hiéu

Hé truc toa do trong dinh nghia trén con dugc goi don gian la hé roa do

trong khong gian, va ki hiéu 1a Oxyz. Ta thuong goi cic vecto don vi trén cic

truc Ox, Oy, Oz lin luot 1a 7, J, k va con ki hiéu hé truc toado a (07, ], k).

Diém O goi 1a goc cia hé toa do, hodc don gidn 1a gdc roa dé, Ox goi la

truc hoanh, Oy goi la truc tung, Oz goi la truc cao.

Cac mat phiang di qua hai trong ba truc toa d6 goi 1A cdc mdr phdng toa do,

ta ki hiéu ching la mp(Oxy), mp(Oyz) va mp(Oxz), hoiac don gian hon la

(Oxy), (Oyz), (Oxz).

Khi khong gian da ¢c6 mét hé toa d6 Oxyz thi né duoc goi la khong gian toa do

Oxyz hodc don gian la khéng gian Oxyz.

Ta cén chi ¥ t6i cdc dang thic sau day :

Tai sao ta cé cde ddng thie trén ?
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2. Toa d6 cua vecto
Trong khong gian toa d6 Oxyz véi cédc vecto don vi i f k trén céc truc,
cho mot vecto i. Khi dé c6 bo ba s duy nhat (x; y: z) sao cho i = xi +_\f +zk. -

Bo ba s6 d6 cling dugc goi 1a rog do ciia vecto i d6i véi hé toa do Oxyz va
kihiéu ¥ =(x:y:z)hoac #(x:y;z). Vay:

[ E:(,t;_\?:zjﬁ Hix;,y;z)e ﬁ':_ri"+}f+:£.}

Hién nhién theo dinh nghia va ki hiéu trén, ta ¢6
i=(1:0;0) ; j=(0;1;0) ; k = (0;0; 1.
[22] Tai sao néu vecto u cé tog do (x : y; z) d6i véi hé toa do (O i\ 7, f} thi

— s —_—

X=uwi s y=uj;z=uk?
Vi du 1. Trong khong gian toa do (o 0, ). k), goi I, J, K la cdc diém sao
cho i = oOl, :,: =0J, k=0K. Goi M la trung diém cia JK, G la trong tam
tam giac IJK.

a) Xdc dinh toa dé ciia vecto OM .
b) Xac dinh toa dé cua vecto MG .
Gidi (h.57)

a) Ta co

=L e b

0 —2(0j+0!{] 0.:'+2j+2ﬂ..

—r 1 .
doddo OM = —'—] :

2 2 Hinh 57

b) Ta cé
MG = 0G - OM = (ﬁ+07+7) E(OJ+OK]
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Tir dinh nghia vé toa do cta vecto, ta dé dang suy ra cdc tinh chét sau day :

Cho cdc vecto uy =(xy: ¥13:2)). Uy =(X33 Y53 25) vd §O k tuy y,
ta co :

1) uy=u, & X)=Xx3,y1=¥2.2]1 =123

o

2) w2y =(x£% yt s 2112
3y kuy = (kg3 ky; s kzy)

4) Uiy = X105+ V1V, + 112

) fial =\l =

T Xy X3+ WV + 225
6) CO“(“Ir“z]= g SR R i i e

2 2. .2
.11 +‘\| +:.-]

R 2. 9.9
{4y +z XY+

voi uy 20, 1:—2 20
7)uy Ly & ua, =0 xp05+ 3y, +52, =0, /

3. Toa dé cla diém z

Trong khong gian toa do Oxyz, moi .
diém M dugc hoan toan xdc dinh boi M
vecto OM (h.58). Boi vay, néu (x: v; 2) ! ok
1a toa do cia OM thi ta cling n6i (x; y; 2) - 'L
la toa do cia diém M va ki hiéu Ia g
M=(x;y;z)hoac M(x:y;z). P : o p
RN
Nhur vy : g RS o
Hinh 58

[ M=x;y;z2)& oM =.r?+}-'}+zl". ]

Néu diém M c¢6 toa do (x ; y ; z) thi s6 x goi la hoanh dé, s6 y goi la rung
do va so z goi 1a cao d¢ cta diém M.

[23|Cho hé toa do Oxyz va diém M(x :y ; z). Tai sao ¢é cdc khang dinh sau ?
aaM=0ex=y=z=0.
byMe (Oxy) = z=0,tiiclaM=(x;y;0).
Me (Oyz) &x=0,ticlaM=(0:.y:z2).
Me (Oxz)ey=0ticlaM=(x:0:2z).
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Vr}'f diéu kién ndo ctia x, v, z thi diém M(x ; y ; z) nam trén mét tryc tog dj ?

1
ﬁ Trén hinh 59 c6 mét hé truc toa dd Oxyz cling vdi cac hinh vuéng cé canh bang

don vi. A
v
1 1
.“""r
=1 -~
a1 Dy
~1 A C
il I ik
5'. _."i" F 2L
I o R s sl it 4
il B T 1
i 3 '
I ol =+ 1
i P St ol ac (IR, = >
I e B ) P o
P Ll il ;
L1 AL T P ¥
i | P
,‘/ .‘/, ‘:"f- #';JB.-"“ _‘_/“.-

Hinh 59
a) Xac dinh toa d6 clia cac diém A, B.C. D, E.
b) Dung diém P néu P = (3 ;6 ;-3).
4. Lién hé gilta toa dé clia vectd va toa do cla hai diém mat
Cho hai diém A(x,:ys:z4) va B(xg:yg:zg). Theo dinh nghia, ta c6
OA = (x4:¥4:24) va OB = (xg: ¥yg: zg). Ta lai biét rang AB =O0B-0A.

Tir d6 ta suy ra toa do cla vecto 4B va do dai cua no :

1) AB=(xg—X53Yp=Yas25=24)-

2

2) AB= J(_\'B -X, }2 +(yg=ya) +(zg—2a)

2

R Trong khéng gian toa d6 Oxyz cho bdn diém khong dong phang A(X43Y4524)
B(xg:vgizg) Clxpi¥eizeh D(xp:ypizp):
a) Tim toa d6 clia trung diém doan thang AB.

b) Tim toa dé cua trong tam tam giac ABC.
¢) Tim toa d6 clia trong tam tir dién ABCD.
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Vidu 2. Trong khong gian toa do Oxyz, cho bon diém A(S ; 3 ; —1),
B(2:;3;-4),C(1;2:;0),D(3;1;-2).
1. Chitng minh rdng :
a) Bon diém A, B, C, D khong déng phéng ;
b) Tw dién ABCD c¢é cde canh doi vuong géc véi nhau ;
¢) Hinh chép D.ABC la hinh chép déu. -
2. Tim toa dé chan dwong cao H ciia hinh chép D.ABC.
Giai
. a) Ta phai ching minh ba vecto DA = (2:2: 1), DB = (=1 2; -2) va
DC =(-2;1; 2) khong dong phing. R& ring hai vecto DB va DC khong
ciing phuong nén néu ba vecto DA, DB, DC déng phing thi phai c6 cdc
sO m va n sao cho
-m—-2n=2
mDB + nDC = DA hay <2m+n =2
—2m+2n =1.
Dé thay hé phuong trinh trén vo nghiém, suy ra ba vecto dy khong déng phang,
b) Tacé DA =(2;2;1)va BC =(~1:-1:4),
Vay DABC =-2-2+4=0. Suy ra DA L BC.
Lam twong tu ta cing ¢6 DB L AC va DC 1 AB.

¢) DA=N22 +2% 4+1% =

DB = (=12 +22 +(=2)> =3 ;

DC =2 +12+22 =3,
Tuong ty, ta ciing 6 AB = BC = CA = 3vJ/2. Vay D.ABC la hinh chép déu.
2. Vi D.ABC la hinh ch6p déu nén H tring véi trong tam tam gidc ABC hay

6ﬁ=%(a+@+0_’ﬁ‘).’rﬁdésuyra

H:{ﬁ; §:—;—;). &
3 3 3



5. Tich cé hudng cua hai vecto
Ta da biét vé tich vé huéng cia hai vecto, Ta cdn nhé riang tich dé 1a mot
s va 6 thé tinh duge dé dang néu biét toa do cua hai vecto.
Sau day ta s€ néi vé rich ¢é hidng cua bai vecto.
Khéac véi tich vo hudng, tich ¢6 hudng khong phai 1a mot s6 ma 1la mot
vectd, boi vy tich c6 hudng con duoc goi la tich vecto.

DINH NGHIA 2

Tich c6 huong (hay tich vecto) cua hai vecto ii(a; b; ¢) va
v(a'; b'; ") la mot vecta, ki hiéu la [E . F] (hodc 1 AV), duoc
xdc dinh bang toa dé nhu sau :
1h b ¢ a b
i, v|=l. I :
b ¢ a b

¢ o

¢

) =(bc'=b'c;ca’ —c'a; ab’ —a'b).
Vidu3.Choii =(1:0:-1)vav =(2:1:1)thitacé:
[_,_,] 0 -1} -1 1|1 0O a 3: 1)
U, v|= : : = (1:-3;1).
11 1 2|2 1
A,

Déi véi hé toa d6 [0; F,},I) . hay chifng t& céc cong thic sau day ding :

{ 7, 71=k;[7.E]=i:[£.7]=]. ]

Tinh chat cua tich c¢6 hudng

Cic tinh chat sau day cua tich cé huéng thuong dugc dp dung khi giai mot
sO bai toan hinh hoc :

& 1. Vecto [ii, V] vuong géc voi cd hai vecto i va v , tie la \
[# v].i =[a,¥].v =0.

2. [[@, ¥] =al.|¥l.sinGa, v).

\3. [, 7] =0 khi va chi khi hai vecto @i va v ciing phiong.
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Chirng minh
1. Gia st ti =(a:b:c) vi V=(a';b":c¢"). Tu dinh nghia caa tich cé
hudng ta cé
[#, V] = (bc'=b'c;ca'-c'a; ab'-a'b).
Suy ra
[E, T-"] = (be'=b'c)a + (ca'- ¢'a)b + (ab'— a'b)c
=bc'a-b'cat+ca'b—-c'ab+ab'c—a'bc=0.

Tuong ti ta ciing ¢6 [, V].V = 0.
2. Néu mot trong hai vecto i va v la vecto 0 thi tinh chét 2 12 hién nhién.

Bay gid ta xét truong hop ca hai vecto dé déu khdc 0. Khi dé, vi

u.v
il . ¥l

cos(u, V) = nén

. [7lsin (7, 7) = l#l.Fly1 - cos?@, ¥)

= \/(az i t'z](a'2+ b2+ {_-2) — (aa'+ bb'+ {‘{"]2

= \/UJ{"— b'e) +(ca'-c'a) +(ab'=a'b)* = |[LT 1"]‘
3. Tinh chit nay dugc suy ra truc tiép tir tinh chat 2. =
&> CHUY

Ta vé céc vectd OA =ii ; OB = 7. s [ v]
Néu hai vecto i va v khong ciing
phuong (h.60), ta goi § la dién tich
hinh binh hanh ¢6 hai canh la OA

va OB, khi dé -
id|.|[¥].sin (i, v) = OA.OB.sin AOB
= g 0
Vay do dai cla vecto [id, V] bang s6 * A
do dién tich hinh binh hanh néi trén. Hinh 60



Ung dung cua tich c6 hudng
a) Tinh dién tich hinh binh hanh
Néu ABCD Ia hinh binh hanh thi theo chi § trén, ta ¢6 § = [ AB, AD .

b) Tinh thé tich khoi hop

Néu ABCD.A'B'C'D' la hinh hop vdi
dién tich ddy ABCD la S, chiéu cao la
h = AH, ¢ la gdéc hop bai hai vecto
AA' va [AB. AD] (h.61) thi thé tich
cua hinh hop dé la

v =5h= 2B, ,ﬁ].AH
= |[A—B ;E)':” vy - |cos g].

vay Vv =[4B, aD]. a4

Hinh 61

4
ﬁ Hay chimng to rang ba vecto i, v, w déng phang khi va chi khi [i@, ¥].w = 0.

Nhu vy, ching ta nén nhé mot s6 tinh chat lién quan dén tich v6 hudng va
tich c6 hudng sau day

i LV i v=0.
i va v cing phuong < [ii, vV]=0.

ii, v, w déng phdng < [ii, v].w=0.

Vi du 4. Trong khong gian toa dé Oxyz, cho bon diém A(0: 1: 1), B(=1:0;2),
C(-1:1;:00vaD2;1;-2).

a) Chitng minh rdng bén diém dé khong dong phang.

by Tinh dé dai dueng cao cua tam gidc ABC ke tir dinh A va ban kinh
duong tron noi tiép tam gidc do.

¢) Tinh goc CBD va goc giita hai dwong thang AB va CD.

d) Tinh thé tich tit dién ABCD va do dai duong cao cua i dién ke tir dinh D.

Giai

a) B6n diém A, B, C, D khong déng phang khi va chi khi ba vecto BA,
BC, BD khong déng phang hay [E{ ﬁ]ﬁ £ 0.
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Ta cé Eﬁ=(l;l;—1),ﬁ'={0;1;—2),@=(3;1;—4).Suyra:

—— (-1 -1 1] o1

[BA, BC] = : : =(-1;2:1).
1 2" |2 o o1

[BA.BC].BD = (-1)3+2.1+1.(<4) ==5%0

Viy bén diém da cho khéng déng phang.
b) Ta co

_ = == _1 > 2.2 6
Sanc = 5[ BA. BC] = 312 + 22 412 =22,
Néu goi AH 1a dudng cao cua tam gidc ABC thi
AH = 254BC _ V6 J6
BC

JoO2 +12 422 5
Néu goi la ban kinh dudng tron néi ti€p tam gidc ABC va 2p 1a chu vi clia
tam gidc d6 thi S5 = p.r. Dé dang tinh dugc

2p=AB+BC +CA=3+5+2

X SaBc V6

nén ta co Fie = )
P 5+V3+42

c) cosCBD = cos(-ﬂf, BD) = oD oY

~[BcllBpl V130
Néu goi 12 g6c giita hai dudng thing AB va CD thi
cosa = Icos(ﬁ, Eﬁ)l = Ii{gci)_l o e
a8l.lco| V39
d) Ta dé thdy thé tich kh6i tt dién ABCD bang -é- thé tich kh6i hop c6 ba
canh la BA, BC, BD. Nhu vay :

Vasep = *él[ﬂ BC El =g

Néu goi DK 1a dudng cao cua tir dién ké tir D thi

¥
DK = 3Vasep _ "6 . S
Sapc V6 6
2



6. Phuong trinh mit cau

b

Trong khéng gian toa d6 Oxyz cho mat
cdu S(7:R) c6 tam I(xg; yo: zp) va
bén kinh R (h.62).

Piém M(x ; y ; z) thude mat cdu dé khi v

va chi khi IM = R hay IM* = R*, nghia la

(x — ,1‘[3,}2 +(y - _vn]l +(z — :G}z = R‘}'. y

Phuong trinh trén duge goi la phuwong Hinh 62

trinh ciia mdt cau S(I ; R).

Nhur vay, néu biét toa do cla tdm va biét ban kinh mat ciu thi ta ¢6 thé dé
dang viét dugc phuong trinh cia mit cdu dé.

Mt cdu tam I(xy ; yq ; 29), bdn kinh R ¢6 phuong trinh

(x —,vr{:,jl_2 +(y __}'ﬁjz +(:—::,C.)2 =R>.

5 -
Hay viét phudng trinh mat cdu c6 dudng kinh A A, véi
Ay=(ayp:byicpva Ay=(asyibr:cr)

theo hai cach sau :
— Tim toa doé tam va tinh ban kinh ctia méat cau.

— Nhén xét rang diém M nam trén mét cdu khi va chi khi A\M.A,M = 0.
6
Viét phudng trinh mat cdu di qua bén diém A(0; 0; 0), B(1; 0; 0), C(0; 1; 0), D(0; 0: 1).

Nhdn xét. Néu ta khai trién phuong trinh mat cdu S(/ ; R) va viét dudi dang
flx, y, 2) = 0 thi dé thdy ring f(x,y,z) la da thic bac hai déi véi x, y, z, c6

# - K 2 - - - - # # ) -
cac hé sd cha x~, yz. 2 déu bang 1 va khong c6 cic hang tir chia xy, yz, zx.

Bay gi0 ta xét vian dé ngugc lai : Phitong trinh dang
Ay v 2ax+2by+2cz+d =0 (1)
cd phdi la phuong trinh mdt cdu trong khong gian toa dé Oxyz cho triéc

hay khong ?
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Phuong trinh (1) ¢6 thé viét nhu sau :

(x+a)3+(_v+b]2+(:+c')2=g2+b2+<‘2-d. (2)
Goi / 1a diém c6 toa do (—a ; —b : =) va M 1a diém c6 toa do (x ; y ; z) thi vé
trai ctia (2) chinh 1a /M7, Bi vay ta dé dang suy ra :

Néua® + b2+ c2—d>0thi IM= Ja® + b% + ¢ —d. Vay (1) 1a phuong
trinh cia mat cdu ¢6 tam [(—a ; —=b ; —¢) va ¢4 ban kinh

.\‘\':'=\/|nr2 +b* +('2 —-d.
Néu @’ + b+ ¢ —d =0 thi IM = 0 va phuong trinh (1) xéc dinh diém / duy nhat.

Néu a” + b° + ¢ — d < 0 thi khong c6 diém M nao c¢6 toa do thoa man (1).
Viy :

. 2 2 2 .
Phicong trinh x~ + vy~ + z° + 2ax + 2by + 2cz + d = 0 la phuong
L3 L4 - - L3 5 . " 1 2 2 = rl -
trinh cua mdt cdu khi va chi khi a™ + b~ + ¢~ > d. Khi dé tam
mdt cdu la diém [(—a ; —=b : —c) va bdn kinh mdt cau la

K= \/.::.'2 +.’_:oz+(;2 —d.

7

M&i phuadng trinh sau day c6 phai |a phuong trinh mat cdu hay khéng ? Néu phai thi
hay Xac dlnh tém va tinh ban kinh mat cau do.

a}.l +} -2 +l\~_1+|—ﬂ. b}3t2+"nv2+1-3-—2.t=ﬂ
c) 2.1(2+2_'.'1=[.\r+_~.':|2 —P 2 -1 d) (x +y;l =2xy —z° 2

Céu héi va bai tap
Tir nay tro di, cde bai tdp lién quan dén toa do déu dwge xét trong khong
gian toa do Oxyz.

Cho céac vecto :

— - -+ -

n=i-2j:v=3i+5(j-k);w=2i-k+

a) Tim toa do cua cic vecto do.

b) Tim cosin cua cac goc ( ] ( ) va (v,
¢) Tinh cdc tich vo huéng u.v, w.w, v.w.
Cho vecto u tuy ¥ khac 0. Chimg minh ring :

)+C052(;,E]=I.

- = — =

2 - H
cos” (u, J] + C0S§™ (h‘. of



10.

1.

Tim géc gitra hai vecto u va v trong méi trudng hop sau :

Au=(1:1;1);v=2;1;-1;
b) u=3i+4j ; v =-2j+3k.
Sl = . . u P, SRR 2n 2
Biét [n| =2, 1'| =5, goc giita hai vecto u va v bang = Tim k dé vecto

;r; = ku +17v vuong goc vai vecto c; =3u—v.
Cho diém M(a : b ; ¢).

a) Tim toa do hinh chiéu (vuong goc) cua M trén cdc mat phang toa do va
trén cdc truc toa do.

b) Tim khoang céch tir diém M dén cdc mat phing toa do, dén céc truc toa do.
¢) Tim toa do cua cic diém d6i xing véi M qua cdc mat phiang toa do.

Cho hai di€ém A(x; ; y; : 2;) va B(x; : y5 ; z5). Tim toa do diém M chia doan
thiing AB theo ti s6 k (tic 1a MA = kMB), trong d6 k # 1.

Cho hinh binh hanh ABCD v6i A(-3:-2:0),B(3;-3:1),C(5:0:2).
Tim toa do6 dinh D va tinh géc giita hai vecto AC va BD.

a) Tim toa do di€ém M thudc truc Ox sao cho M cédch déu hai diém A(1 ;2 ; 3)
va B(-3;-3;2).

b) Cho ba diém A2 : 0: 4), B(4; 3 ; 5) va C(sin5t ; cos3t ; sin 3¢). Tim ¢
dé AB vuong géc véi OC (O 1a gbe toa do).

Xét su déng phang clia ba vecto W, v va w trong méi trudng hop sau :

a) u(4;3:4), v(2;-1:2), w(l:2;1);

by u(1:—1;1), v(0;1:2), w(d:2;3);

) u(4;2;5), v(3;1;3), w2;0;1).

Cho ba diém A(1;0;0),B(0:0;1),C(2:1; 1).

a) Chirng minh A, B, C khéng thing hang.

b) Tinh chu vi va dién tich tam gidac ABC.

c¢) Tinh d6 dai dudng cao cua tam gidc ABC ké tir dinh A.

d) Tinh cic géc cua tam gidc ABC.

Cho bon di€ém A(1;0:0),B(0;1;0),C0;0; 1)vaD(-2:1;-2).

a) Ching minh rang A, B, C, D 14 b6n dinh ctia mét hinh ti dién.

6- HINH HQC 12 (NC)- A 81



12.

13.

14.

b) Tinh géc gilta cdc dudng thang chia cdc canh déi cua tir dién do.

¢) Tinh thé tich ti dién ABCD va do dai dudng cao cua i dién ké tir dinh A.
Cho hinh chép S.ABC c¢6 dudng cao SA = h, ddy la tam gidgc ABC vuong
tai C, AC = b, BC = a. Goi M la trung diém ctia AC va N la diém sao cho
SN = ~3B.

3 *

a) Tinh do6 dai doan thang MN.

b) Tim su lién hé giita a, b, h 4 MN vuong goéc vaoi SB.

Tim toa d6 tam va tinh bdn kinh ctia m6i mat cau sau day :
a).'-:3+_v1+:2—8,t+2y+ 1=0;

b) 32 +3y° +32 +6x—3y+152-2=0;

c) 9x” + 9_1;-2 +972 — 6x+ 18y +1=0.

Trong méi trudng hop sau, hay viét phuong trinh mét ciu :

a) Di qua ba diém A0 ; 8 ;0), B(4:6:2), C(0; 12 ;4) va c6 tim nam trén
mp(Oyz) ;

b) C6 ban kinh bang 2, tiép xic vdi mat phang (Oyz) va c6 tam nam trén tia Ox ;
¢) C6 tam (1 ; 2 ; 3) va ti€p xuc vdi mp(Oyz).



