o ifk PHUONG PHAP TOA DO
TRONG KHONG GIAN

A - CAC KIEN THUC €O BAN VA BE BAI

§1. Hé toa doé trong khéng gian

| — CAC KIEN THUC CO BAN

1. Hé toa dé trong khong gian
Hé goém ba truc Ox, Oy, Oz do6i mot vuong goc duoe goi la hé truc toa do
vuong goc trong khoéng gian.

— — —

Néu ta 1y ba vecto don vi i, j, k 14n lugt ndm trén Ox, Oy, Oz thi :

2 2

=7 =K =1, ij=jk=ki=0.
2. Toa dé ciia vecto va ciia diém

i=(x;y;2) S H=xi +y +2k

M=E(x:yv:z) & 0—M=A'F+yf+zg.

NEuA=(xy;ys:24), B=(xg;vp;zp) thi AB =(Xg—X45Yp—Ya 25— 24).
3. Vecto bdang nhau. Toa dé cua vecto téng, vecto hiéu
Cho ;{,ﬂ 2Y1 .2k V (X231 ¥::25). Khido

U=V & x =X, 1=Y, 1 =2

BEV =t iy 08 £2,)

kii = (kxy; kyy;kz)), ke

mii + nv = (mx; + nx, ; my,; + ny, ; mz; + nz;), M, n €
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4. Hai vecto ciing phuong

Hai vectd i (x3y32,) va v(xp:y5:2, ) ciing phuong (i # 0)

— = » v = ku , tic 1
flé:-ltx]

A W & S s S )

Yo = ky) IHYT_;T_T'

o | )
z, = kz

5. Tich vé huong cua hai vecto
Cho hai vecto u (x; ; ¥;;21). V(X535 ¥5:25). Khido:
iV = |il.[¥]. cos(@, V) =x1x5 + y1¥2 + 2,2,

lid] = ViiZ = Afx2 +y> + 22
| X 1

AB = [AB| = \J(xg - x,)2 + (yg = yu)* + (25 — 2,

g T XX, + y 4 22
cos (i, V) = — ’22 3;‘}1 - | 22 -
XY+ 2 A+ s + 25

Uulv oxx+yy+12=0

voiu =0, v=20

6. Tich co huong cua hai vecto
Trong khong gian Oxyz cho hai vectd & (x| ; ¥, ; 2;). V(x5 ; ¥5 ; 25). Tich

¢6 hudng ctia hai vecto i va ¥, ki hiéu 1a [#,7], duge xdc dinh boi

—— -},1 ZI " :i 'rl k J'-I -}rl
[i.7] = il bl
Yo I9) )%z Mo X2 M2

Tinh chat :
[#,v] L&, [#v]LV
[,7]| = lil.[¥]sin (&, 7)
ii, ¥ cting phuong < [ii,¥] = 0

ii, vV, w déng phang < [ii,v].w =0.
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7. Cdc ung dung cua tich co hmine

Dién tich tam gidc : Syp0 = [AB AC]‘

rememey e —

Thé tich khoi hﬁ'p i IEJAH{?D_ ABCD = ‘[AB AD AA
< I i w I. T T B

Thé tich t dien : V upp =E|[AB.AC:|.ADI.

8. Mdt cdu

Miit ciu tdm [(a ; b ; ¢), ban kinh R ¢6 phuong trinh
(x-a)’+(-b)+(z-c) =R

Ngugce lai, phuong trinh
,x'g+y2+:2+2m:+2by+2c‘:+d=[} (*)

|2 phuong trinh cia mot mat cdu néu cé diéu kién A+ +E>d

Khi d6 I(~a ; —b ; —c) 1 tam clia mét cdu va R = Va® + b2 + ¢* —d 1a bén
kinh cuia mat céu.
Néua” + b + ¢ = d, phuong trinh (*) xdc dinh mot diém duy nhat
=@ ;—b|—C)
Néu a” + b” + ¢~ <d, khong ¢6 diém ndo thoa man phuong trinh (*).

— — —+

Chu y. Trong cudn sich nay, khi noi dén cic vecto i, j,k ma khong noi gi
thém, ta hiéu d6 lan luot 1a cdc vecto don vi trén cic truc Ox, Oy, Oz trong
hé truc toa do Oxy:z.

Il — PE BAI

].o

Cho ba vecto i (1 ;2:3), V(2;2:;-1), w(@d;0;—4). Tim toa d6 cla
vecto X, biét :

1 B e
by X =u -V +2w ;

) X =2u +4V —w ;

d) X =51 -3V -
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e)2X¥ -3 =w ;

0)2i +7 — W +3% =0

Cho & =(3;2;-5). Trong cic vecto sau day, vecto nao cung phuong véi i ?

" —— o P 10
a=(-6:;-4:10), f}—[2,3, 3],
g =(6:4:10), d=(1:-4:2).

Cho vecto u c6 diém dau 1a (1 ; —1 ; 3) va diém cudi 1a (<=2 ; 3 : 5).
Trong cic vecto sau diy, vecto nao cung phuong véi u?

i = —6i +8j + 4k, b=4j+2k, G =i-4j+2k.

a) Cho & = (3 ;-5 6), biét toa dd diém diu coa & 12 (0; 6 ; 2). Tim toa

do diém cudi cia .

b) Cho ¥ =(1; 1; 1), biét toa do diém cudi cia v 1a (2 ;1 ; 4). Tim toa

do diém déu cia V.

Bo ba diém A, B, C nao sau day thing hang ?

a)A=(1;3;1), B=(0;1;2), C=(0;0;51);
bA=(1:1:1), B=(4:3,;1), C=(9:5:1):
c)A=(0;-2;5), B=(3:;4:4), C=(2:2:1):
d) A=11-~153), B=(0;-1;6), C=(3:-1:5);
e)A=(1;2;4), B=(2;5;0), C=(0;1;5).

a) ChobadiémA(2;5:3).B(3:7:4),C(x:y;6).

Tim x, y dé A, B, C thang hang.

b) Cho hai diém A(-1;6;6), B (3;—6; -2).

Tim diém M thudc mp(Oxy) sao cho MA + MB nho nhit.

Ching minh bon diem A(1;-1;1),B(1:;3:1),C(4:3;1),D@:-1:1)

la cac dinh cua mot hinh chir nhit.

Tinh d6 dai cic duong chéo, xdc dinh toa d6 cua tim hinh chir nhat do.

Tinh cosin cua goc giita hai vecto AC va BD .



10.

11.

12.

13.

14.

a) Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D' biét A(x; : y; : zp). Clxz 5 y3 5 z3),
B'(x3;¥3:23), D'(xy:ys:zy). Tim toa d6 cic dinh con lai.

b) Cho hinh hop ABCD.A'BC'D'. Biét A(1; 05 1), B2 ; 1;2), D(1; 15 1),
C'(4; 5:-5). Tim toa do cidc dinh con lai.

Tinh tich ¢6 huéng [#,7], biét

a)u =(1;2;-3),V=(4;1;2);

by ii =3i+2j—k,V=—i—3j+k:

)i =0;1;-2),V=3;0;-4);

Did=4i+k,V=2i-j;

Tinh [i,v]. W biét

)i =00;3;2);V=(-4;1;-3);w=(1,;-2;2);

)i =4i+j-3k;vV=j+5k w=2-3j+k;
c)ﬂ=?+}:;ﬁz?+}+}*;ﬁ:?.

Chitng t6 bén diém sau day 1a bén dinh cia mot hinh binh hanh va tinh
dién tich cua hinh binh hanh dé : (1 ;1:1),(2:3:4),(6:5:2),(7:;7:5).

Ching to tdm diém sau day la tdm dinh cta mot hinh hop va tinh thé tich
ciia hinh hopdo: (0:0:0),(3:0:0),(0:5:1),(3:5:1),(2;0:5),(5:0:5),
(23500 (51.55.6)

a) Tim trén truc Oy diém cdch déu hai diem A(3:1:;0), B(-2;4; 1).
b) Tim trén mat phang (Oxz) diém cdch déu ba diém
A(l1:;1:1),B(-1:;1:00,C(3;:1:;-1).

Cho hai diém A(2 ; =1 ; 7), B(4 ; 5 ; =2). Buong thang AB cat mp(Oyz) tai
di€m M. Diém M chia doan thiang AB theo ti s6 niao ? Tim toa do diém M.

. Xét su déng phang cua ba vecto i, v, w trong moi trudng hop sau :

&) #1515 13 {0 1:2), wid ;25 3);
W) dd: 34y ¥ (20122, Wl 2 23 1)s
c)i?=4'.:"+2}+5£,F=3?+}+3£,1¥=2?+E;

@y 735 1:-2)% v 13D w2323 1)
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16.

17.

18.

19,

21.
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a)Cho u(2;-1:;1), v(im;3;-1), w(l:;2;1).

Tim m dé ba vecto dong phang.

b)Cho (1 :2:3), vV(2;:1:m), w(2;:m;1).

Tim m dé ba vecto trén khong dong phéng.

¢) Cho @ (1;13;2), ¥(=1;3;1). Tim vecto don vi dong phang véi i, v
vil tao vOi i goc 45°,

Chobavecto #(3:;7:0), v(2:3: 1), w(3;-2;4).

a) Chiing minh #, v, w khong déng phang.

b) Biéu thi vecto @(—4 ; =12 ; 3) theo ba vecto i, vV, w.

Trong khong gian cho ba tia Ox, Oy, Oz. Chitng minh ring néu tia Ox

vuong goc vai tia phan giac cua goc J:E;z thi ?{}:} + X0z = 180°.

a) Cho hai vecto @ (1 ;m ;=1)va b(2;1:3). Timmdé a L b.

b) Cho hai vecto @ (1 ; logs5 ; m) va b (3 ; logs3 : 4). Timm dé @ L b.

¢) Cho hai vecto d (2;«.5: 1) va E{sinﬁ! ccos3t;sin3f). Timrdé a L 5

d) Cho vecto E(Zﬁ;—l;-’-l). Tim vecto b cung phuong vdi @, biét rang
Bl = 10.

e) Cho @ =(2 ;-1 ;0). Tim vecto b cling phuong véia , biét rang a b =10.
a) Tim vecto don vi vuong géc vai truc Ox va vuong goc voi vecta d (3 ; 65 8).
b) Cho vecto a(1 ; -2 ; 3). Tim toa do vecto b cung phuong vdi vecto a
biét b tao vai truc Oy mot géc nhon va |5| =14 .

¢) Vecto i c6 do dai biang 2, tao véi vecto a(1 ;1 ;1) goc 30°, tao véi
vecto B(] . 1:0) géc 45°. Tim toa do ctia vecto i .

d) Vecto u vuong goc voi hai vecto a(1;1;1) va 5(1 :—1:3), U tao vdi
truc Oz mot goc th va liil = 3. Tim toa do cla vecto i .

Trong khong gian Oxyz cho bon diém A(1 ; 1 ; 0), B0 ; 2 ; 1),
i Bl S e B

a) Chimg minh bén diém dé khong déng phing. Tinh thé tich ti dién ABCD.,



b) Tim toa do trong tim cua tam giic ABC, trong tam cua ti dién ABCD.

¢) Tinh dién tich cdc mat cia tt dién ABCD.

d) Tinh d¢ dai cdc duong cao cua t dién ABCD.

e) Tinh goc giita hai dudng thang AB va CD.

g) Viét phuong trinh mit cdu ngoai tiép ti dién ABCD.

22. Trong khong gian Oxyz cho ba diém A(1 ; 0 ; 0), BO ; 0 ; 1) va

i SRR

a) Chimg minh A, B, C la ba dinh cia mot tam gidc.

b) Tinh chu vi, dién tich tam gidac ABC.

¢) Tim toa d6 diém D dé ABCD la hinh binh hanh.

d) Tinh d6 dai duong cao h, cia tam gidac ABC ke tir A.

e) Tinh cdc goc cia tam gidc ABC.

g) Xdc dinh toa do truc tim tam giic ABC.

h) Xac dinh toa do tdim dudng tron ngoai tiép tam giiac ABC.

23. Trong khong gian Oxyz cho tam giac ABC co

24,

25.

A=(1:;2:;-1),B=2;-1:3),C=4;7:5).
a) Tinh do dai duong cao A, cua tam gidc ké tir dinh A,
b) Tinh d6 dai dudng phéan gidc trong cua tam gidc ké tir dinh B.
Chitng minh céc tinh chat sau day cua tich c6 hudng :

a) (@b ] =-[b,d] :

b) [@.d] =0 ;

o) [ka,b ] =klab]|=ax);
d) [E,ar* + 5] =[¢,d] + [E,E] ;
e) alb.c]=lanle;

o [a.5] =& i - @5V,

Cho ti dién ABCD c6 A(2:1;-1),B(3:0:1),C(2;~-1:3)vaD thujc

truc Oy. Biét V p-p = 5. Tim toa do dinh D.
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26. Chobon diem A2 ;-1:6),B(-3;-1:-4), C(5:-1:;0),D(1;2:1).

a) Chirng minh ABC la tam gidc vuong. Tinh bdan kinh duong tron ndi tiép
cua tam gidc.

b) Tinh thé tich tt dién ABCD.

c¢) Viét phuong trinh mat ciu ngoai tiép tir dién ABCD.

27. Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D' canh a.

a) Chitng minh A'C L (AB'D’).
b) Goi M la trung diém ctia AD, N la trung diém ctia BB'. Chiing minh A'C L MN.
¢) Tinh césin cua goc gitta hai vecto MN va AC'.

d) Tinh VAIGJHN-

28. Cho tt dién SABC ¢6 SC = CA = AB =a[2, SC L (ABC), tam gidc ABC

vuong tai A. Cic diém M € SA, N € BC sao cho AM =CN =1 (0 < t < 2a).
a) Tinh do dai doan MN. Tim gid tri t ¢ MN ngan nhit.

b) Khi doan MN ngan nhat, chdng minh MN la duong vuoéng géc chung
cua BC va SA.

29. Viét phuong trinh mat ciu :

30,
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a) C6 tam /(1 ; 0 ; —1), duong kinh bing 8.
b) C6 duong kinh ABvGiA=(-1:;2;1),B=(0;2;3).

¢) Co tdm O(0 ; 0 ; 0) va ti€p xic vai mat cau (S) ¢o6 tam (3 ; -2 ; 4), bdn
kinh bing 1.

d)Cotam I(3 ;-2 ;4)vadiqua A(7;2; 1).

e) Cotam (2 ; —1 ; 3) va tiép xic voi mp(Oxy).

g) Co tadm I(2 ; —1 ; 3) va tiép xic vai mp(Oxz).

h) Co tam (2 ; —1 ; 3) va tiép xtic voi mp(Oyz).

Trong cdc phuong trinh sau day, phuong trinh nao la phuong trinh ctia mot
mat cau ? Néu la phuong trinh mat ciu, hay tim tam va tinh ban kinh cta né.
a)x2+}!2+22—2x—6}-‘—32+ 1=0;

byx*+ 3y  + 27+ 10x +4y +2:+30=0;

2

)
)l +y+zt-y=0;



31.

32.

33.

34,

d) 24‘2+2}'2+2:2—2x—3}'+5z—2:{];

e),r2+y2+zz— Ix+4y-82+25=0.

a) Viét phuong trinh mat ciudiqua A(1 ;2 :-4),B(1:-3:1).C(2:2:3)
va ¢6 tam ndm trén mp(Oxy).

b) Viét phuong trinh mét ciu di qua hai diem A(3 ; -1 :2), B(1 ;1 ;-2) va
co tam thudc truc Oz.

¢) Viét phuong trinh mat cdu di qua bon diém A(1 ;1 ; 1), B(1 ;2 ; 1),
ECL:T 2, 802 2:10).

Cho sdu diem A(a; 0:;0).B(0:b:0),C0:0:¢),A(a ;0;0),B(0,b, 0),
CO:0,)voiaag=>bb=cc'20:aza, bbb, 02,

a) Chitng minh c6 mot mat ciu di qua sdu diém néi trén.

b) Chitng minh dudng thing di qua goc toa d6 O va trong tam tam gidc
ABC vubng géc v6i mat phang (A'B'C).

a) Tim tap hop tim cdc mit cau di qua diém A(a ; b ; ¢) cho trude va ¢
bdn kinh R khong déi.

b) Cho bén diém A(2;0:0), B(0:4;0), C(0;0;6),D(2;4;6). Tim tap
hop cic diém M trong khong gian sao cho

]

[MA + MB + MC + MD|=4.
¢) Cho ba diém A(a ; 0; 0), B(0 ; b; 0), C(0 ; 0, ¢). Tim tap hop cac diém
M trong khong gian sao cho MA* + MB* + MC* = MO* (0 1a gdc toa do).
a) Cho phuong trinh X+ f + 25— dmx + 4y +2mz + m” + 4m =0,

Xdc dinh m dé né 1a phuong trinh cia mét mat ciu. Khi dé, tim m dé bin
kinh mat ciu la nho nhit.
b) Cho phuong trinh :

7 . . 2
x* 43"+ 25 + 2xcosa — 2ysina — 4z — (4 + sin“@) = 0.

Xdc dinh @ dé phuong trinh trén 1a phuong trinh cia mot mat cdu. Khi do,
tim & dé ban kinh mat cdu la nho nhit, 16n nhat.
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