§ 2 DAY sO cO GIOI HAN HUU HAN

1. Pinh nghia diy sé c6 giéi han hiru han
(=1)’
n

- Tacod

Xét day so6 (u,) voi u, =3 +

lim(u, — 3) = lim = 0.

(=1)’
n
Ta noéi rang day s6 (u,,) c6 gidi han 1a 3.
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Mot cich téng quat, ta 6 :

DINH NGHIA

Ta n6i rang day so (u,,) c6 gi6i han la s6 thue L néu lim(u, — L) = 0.
Khi do ta viét
lim(u,) = L hoac limu,, = L hoac u, —» L.

Diy s6 c6 gidi han 1a mot s6 thue goi 1a day so c6 giéi han
hiru han.

Vidu 1. Day s6 khong d6i (u,,) v6i u,, = ¢ (¢ 12 hing s6) c6 gi6i han 1a ¢ vi

lim(u,, — ¢) = lim(c - ¢) = lim0 = 0. (|

T

1
Vi du 2. Chiing minh ring lim[( . IJ =-1.

Giai
(=1)"
Datu, = - 1.
: Jn
T o
Vi lim(u, — (-1)) = lim = 0 nén limu, = —1. O
Jn
El Chimg minh réng :
() =
a) IimL(%} +1f=1; b) Iim(2 2;”] = _%.

Nhan xét
1) Tr dinh nghia vira néu, suy ra rang limu, = L khi va chi khi khoang
cichlu, — L| tir diém u,, dén diém L tr& nén nho bao nhiéu ciing duoc mién
la n du 16n : n6i moét cdch hinh anh, khi n tang cdc diém u, chum lai quanh
diém L.
2) Khong phéi moi diy s6 déu c6 gi6i han hitu han. Ching han day s6 ((—1)"),
tic la day s6

-1,1,-1,1,....

khong cé gidi han hitu han.

131



Trén truc s6, cdc s6 hang ctia diy s6 d6 dugc biéu dién boi hai diem —1 va 1.
Khi n tang cdc diém (~1)" khong chum lai quanh bét ki mét diém L nao.

2. Mot so dinh li
Ta thira nhan cédc dinh 1i sau

PINH LI 1

Gia sur limu,, = L. Khi d6
a)lim'un| =|L| va :im-\*/E:%/E;

b) Néu u, > 0 v6i moi n thi L > 0 va lim \Ju, = /L.

vnm11m49+mf”=3ﬁum@+cﬁhj=9 |
2 —_—

@ Tim lim JF_‘MZ_" .
n

DINH Li 2

Gia sir limu,, = L, limy, = M va ¢ 1a mot hang s6. Khi dé
lim(u, +v,) =L+ M,
lim(u, —v,) =L - M,
lim(u,,.v,) = LM,

lim(cu,,) = cL,

u L
lim-% = —(néu M #0).
Im"n M‘(lnu #0)

Wdumﬂmhm%nﬁu“=hz+?_7~
Giai i
Ta co
limu, = lim[?; - i - in =1lim3+ limi - Iimi2
non n n
= lim3+4lim%—?lim—l~2~=3+4.D~?,{}=3. O

n



20 — 4n* +3n+3 _

Vidu 5. Tim limu, v6i u, =
n’—5n+7

Giai
Chia tlr vi mau cua phan thic cho n’ (n° 12 luy thira bac cao nhét cia n trong
tir vi méu cua phan thirc), ta dugc

4 3 3
e T
n n n
u, = :
lmi+l
g vt
Vi
L]
1im[2—£+—3-;+i1J=lim2—limi+lim—{—+iim—1:2
n n o n n- n
3 2
- 2
va lim(l—%+l3]=l¢0n£‘n foig At 34” L il P PR
n“ n n~5n+17 I
2
o e o < n“—n+3
Bl Tim gidi han cua day s0 (u,) vai u, = —
n +2n

3. Téng cua cip so nhan lui vo han
Xét cdp sO nhan vo han
iy, Uyq, u]qz, R
c6 cong boi gvoi | g | < 1 (goi la mot cdp s6 nhdn lii vo han).
Ta biét rang tOng cla n s6 hang ddu tién cta cdp s6 nhan do6 la

Si_w-¢") _ mw o,

S,=uy+u g+ ... +uq" e gt >

Vilgl <1 nénlimg" = 0. Do d6

]
lim§. = —1—.
1 n l—q
Ta goi gidi han d6 la tong cua cap sé nhéan da cho va viét
2 i
S=H!+qu+ulq +...=l_lq‘
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Tim téng cla cép s6 nhan

.....

b | =
e*]

%]

"
2

L
2

=

Vi du 6. Biéu dién s6 thap phan v6 han tudn hoan 0,777... du6i dang phan s6.
Giai

Taco 0,777...= —?— + i +
10 10%

._.
=
(%)

Day Ia téng ctia mot cdp s6 nhan Ii v6 han véi s6 hang ddu u, = % va

cong boi g = Tlﬁ Do d6 -

7
0,777...= —10_ = %- |

1
'“10

[H5| Biéu dién s6 thap phan vo han tudn hoan 0,313131... dudi dang phan s6.

Cau hoi va bai tap
Tim cdc gidi han sau :

: =" | . (sin3n .
a)llm[2+ ”+2}, b}ltm[ = —l],

XY o W Dl
n n+l

Tim limu,, voi

n*—3n+5 2n* +n+2
E)Hn:—j—; b}”n=_4_;
2n” -1 3n"+5
2 2_ "
c)unz—_N; d}“n=4_‘

2.3" +4"



7. Cho day so (u,) xdc dinh boi

9.

. u e
uy =10 va HHH=—§—+3V6’ITHQIHEL

a) Chimg minh rang day s6 (v,) xéc dinh boi v, = u, - % 12 mot cdp sO nhén.
b) Tim limu,,.
Cho mot tam gidc déu ABC canh a. Tam gidc A;B,C, c6 cic dinh la trung
diém cdc canh cha tam gidc ABC, tam gidc A,B,C, c¢6 céc dinh 1a trung diém
cdc canh cla tam gidc A;B,C), ..., tam gidc A, B, ,,C,,, c6 cdc dinh |a trung
diém céc canh ctia tam gidc A, B,C,, ... . GOi Py, P, <oos Pys - VA S}, Spy ety Sy oo
theo thi tu la chu vi va dién tich cua cdc tam gidc AB,C, A,B,C5, ...,
ABClii
a) Tim giGi han cua céac day s6 (p,) va (S,).
b) Tim céc téng

Pitpy+..tpyt.. va S;+85+..+85,+....

Biéu dién cdc s6 thap phan vé han tudn hoan sau dudi dang phén s6 :
a) 0,444... ; b)) 0.2121...3 ¢ 032111,

10. Goi C la nira duong tron dudong kinh AB = 2R,

C, la duong gébm hai nira dudng tron dudng k:’nh%,

C, la duong gom bon nita duong tron dudng kinh -‘%B-,

C, I dutmg gém 2" nira dutmg tron dudng kinh %. ... (h. 4.2).

Goi p,, 1a do dai ciia C,, S, 1a dién
tich hinh phéng gi6i han béi C, va
doan thing AB.

a) Tinh p, va §,.
b) Tim gidi han cta cdc diy s6 (p,)

va (S,). Hinh 4.2



Bai doc thém

DOAN NHAN GIGI HAN CUA MOT DAY SO THUC
BANG HINH HOC

1) Ta da biét téng clia cdp s6 nhan Ibi vo han
1 1 1 1

27927 937 50"

l .~l—+i+ =1

S==4
2 g¥ o3

(xem trong §2).

C6 thé doan nhan dudc két qua nay nha hinh 4.3 hoac hinh 4.4.

[0

1 1 1
T ottty

lg_r_l 1+1+1+1+]
p

i g2 37 gl

[ S [

1
0 2

1.1
=+ =+
2 22

Hinh 4.3

O hinh 4.3 : trung diém cha doan [0 ; 1] 1a diém % trung diém clia doan B- E] I

1
-:Tém—+2 trungcrémcuadoan{l sy l} la diém l+L+i

27 52’ 27527 53
Do dé
l+L+l+...=1. D H C
2 92 P T
3 hinh 4.4 : hinh vuéng ABCD c6 canh 1 |28
dai 1 don vi va dién tich bang 1, hinh _1_2_ : 24 25 g
2
chir nhat AEFB cé dién tich bang % %
hinh vuéng DHGE c6 dién tich bang E F
: G
- hinh chir nhat GIKF co6 dién tich
2 1
bang % s 2
2
11
Do dé §+—2+—3+...=]. A B
& "2 : Hinh 4.4
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2) Xet bai toan sau :
Cho day s6 thuc (u,) xac dinh bdi
W =cvau,, y=au, +bviinzl,

trong doé a, b, ¢ Ia nhimg s6 thuc cho trude, 0 <a< 1 vab #0.
Tim gidi han cla day s6 da cho.

Dé& doan nhan gidi han clia day s6 da cho, ta sé& biéu dién cac s6 hang cla né trén
hai truc toa do (h. 4.5). Dung hai dudng thdng (d) va (A) theo thir tu c6 phudng trinh
la y = ax + b va y = x (8 day ta gia thiét b > 0 ; trong trudng hap b < 0, cach giai va
két qua hoan toan tuong tu). Goi A, va B, theo th(r tu 14 giao diém cla dudng thing
x =y vOi dudng thang (d) va dudng thang (A). Biém A, c6 tung d6 auy + b = u,
va diém B, cb tung d6 la u,. Budng thdng di qua A, va song song vdi truc hoanh cat
(A) tai B,. Diém B, c6 hoanh d6 1a u,. Budng thdng di qua B, va song song vdi truc
tung cat (d) tai diém A,. Tung d6 cla A, 1a auy + b = uz. Cac diém Bs, Az, By, Ag,...,
B, A,. ... dugc xac dinh mét cach tuong tu.

Goi I (I ; I) 1a giao diém clia hai dudng thang (d) va (A). Khi n tang thi diém A, ngay
cang dén dén diém /, cac diém u, trén truc hoanh (va trén truc tung) ngay cang dan
dén diém |, tlc la

limu, = 1.
Ay

Ly

£

P

]
]

=]

Tl S L

0 .

L
=Y

Hinh 4.5

Vi | giao diém clia hai duding thang (d) va (A) nén [ 13 nghiém ctia phuang trinh
' ax+b=x,
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tic 1a

Nhan xét
Goi Cy, Cy, ..., C,, ... 1a cac giao diém cla duong thang y =/ vdi cac dudng thang

X=URX= Uy ey X= Uy oo s
Khi dé
AC, AE Bl

BC, ~OFE =48~ "
WA|CI=IJ"H2 va B|C] =IJ—.HI nén tir dé ta coé

f—Uz
!’—U]

=d.

Chimg minh tuong tu, ta c6

I-u N
—0+L = 4 v8i moi n.
I-u,

Do d6, néu dat v, = | — u, thi day s6 (v,) 1a mét cap s6 nhan IUi vo han.



