HAM SO LIEN TUC

Trong dinh nghia giéi han cua ham s6 tai mot diém, ta khong gia thiét him s6
xdc dinh tai diém d6. Hon nita, néu ham s6 xdc dinh tai diém duoc xét thi gidi
han (néu c6) va gia tri cua ham s6 tai diém d6 khong nhat thiét bang nhau. Tuy
nhién voi nhimg ham s6 thuong gap nhu cac ham da thirc, cac ham phan thic
hitu ti, cdc ham s6 lugng gidc, ..., gi6i han va gid tri ciia ham s6 tai méi diém ma
né xdc dinh 14 bang nhau. Cic ham s6 ¢6 tinh chat vira néu déng vai tro quan
trong trong Giai tich va trong cac nganh Todn hoc khdc. Ngum ta goi ching la
cac ham sé'lién tuc.

1. Ham s6 lién tuc tai mot diém

DINH NGHIA
Gia sur ham s6 f xdc dinh trén khoang (a ; b) va x, € (a ; b). Ham
s6 f duge goi 12 lién tuc tai diém x, néu
lim f(x) = f(xg).

X—»Xp
Ham s6 khong lién tuc tai diém x, dugc goi la gidn doan tai
diém x,.

Vidu 1

a) Ham sé flx) = +* lién tuc tai moi diém

xp€ Rvi

lim f(x)=x5 = f(x,).

X=X,

b) Ham s6

1.
ﬁ,\,‘): ?'\I’é‘l xz20

O véix=0 Hinh 4.10
gidn doan tai diém x = 0 vi khong ton tai lim f(x) = lim L (h. 4.10). O
x—0 x—0 X
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Xét tinh lién tuc clia ham s6 f(x) = Ix| tai diém x =0 (h. 4.11).

Vi du 2. Xét tinh lién tuc cua ham so t-
2+l veiox = -1 ¢
=y §o Cad
3 véi x =—1 -
tai diém x = —1. 0 x
Gidi
Taco
, : . . 1
lim f(x)= lim (x*+ ) =2vafi-1)==-
x—>—1 X1 2 Hinh4.11
Vi lim f(x)# f(~1) nén ham s6 f gidn doan tai diém x =1 (h. 4.12), O
r—r—1
Y by

: 2

]

: /

I

: =

: ¥

(7]
Hinh 4.12 Hinh d.13

[H2| xet tinh lién tuc cda ham s6

x=1 v x>1

2 5
o M X =
iy {_1 +1lvin x =1

tai diém x = 1 (h. 4.13).

2. Ham so lién tuc trén mot khoang, trén mot doan
DINH NGHIA

a) Gia sir ham s6 f xdc dinh trén tap hop J, trong d6 J 1a mot
khoang hoac hgp cia nhiéu khoang. Ta néi ring ham sé f lién
tuc trén J néu nd lién tuc tai moi diém thuoc tap hop do.
b) Ham s0 f xdc dinh trén doan [a ; b] duoc goi la lién tuc trén
doan [a : b] néu nd lién tuc trén khoang (a ; b) va
lim f(x) =fla), lim f(x)=f(b).

i x=bh

X=rd
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Vi du 3. Xét tinh lién tuc cia ham s6 by

fix) = 41 - x* rén doan [-1 : 1].

Giai

Ham s6 da cho xdc dinh trén doan
[-1:1]. -1 ¢
Hinh 4.14

Vivoi moi xy € (=1 ; ) taco

lim f(x)= lim 1-x% =1 -2 = f(x),

X XXy

nén ham s0 f lién tuc trén khoang (=1 ; 1). Ngoai ra, ta co

lim f(x)= lim y1-2x" =0=f-1)

x=(-1)" x=(-1)"
va iy, FC) = B qfl=3? =0=K1),
=1 e d
Do d6 ham s6 d cho lién tuc trén doan [—1 ; 1] (h. 4.14). a
CHUY

Tinh lién tuc cua ham s6 trén cdc nua khoang [a : b), (a ; b],
[a : +20) va (=0 ; b] duge dinh nghia tuong tu nhu tinh lién tuc cua
ham s6 trén mot doan.

[@ Chitmg minh rdng ham s6 f(x) = Jﬁ lién tuc trén nia khodng [-1 ; +x)
(ttre Ia lién tuc trén khoang (-1 ; +x) va  lim [ = f=1).

r={=1)
Qua cdc vi du di xét, chang han vi du 3, ta thdy ham s6 lién tuc trén mot
khodng hoac trén mot doan ¢6 d6 thi 1a mot duong "lién nét". Trong vi du 2,
ham s6 f gidn doan tai diém x = —1 ; d6 thi cia né khong phai 1a mot dudng
lién nét.

Nhdn xét. Tir dinh 1i 1 va nhan xét sau dinh Ii 1 trong §4, dé dang suy ra

1) Téng, hi¢u, tich, thuong ctia hai ham s6 lién tuc tai mot diém la nhitg ham
s6 lién tuc tai diém d6 (trong truomg hop thuong, gid tri cia mau tai diem do6
phai khdc 0).
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2) Ham da thitc va ham phan thic hitu ti (thuong cua hat da thic) lién tuc trén tap
xdc dinh cia chiing (tic 1a lién tuc tai moi diém thudc tap xdc dinh cta chiing).

Ta thira nhan dinh 1i sau

DINH Li 1

Céac ham s6 lugng gidc y = sinx, y = cosx, y = tany, y = cotx
lién tuc trén tap xac dinh cua chiing.

3. Tinh chat cua ham so lién tuc

DINH LI 2 (DPinh Ii vé gid tri trung gian ctia ham s6 lién tuc)

Gia suir ham s0 f lién tuc trép doan [a ; b]. Néu fla) = fib) thi
véi moi s6 thue M nam giira fla) va fib), t6n tai it nhit mot
diém ¢ € (a : b) sao cho fic) = M.

4y
Y nghia hinh hoc ciia dinh } | C— y=f)
Néu ham sé f lién tuc trén doan |a ; b] va /l % E
M la mot 56 thuc nam giita fla) va f(b) thi 228 oy b =
duong thang y = M cdt do thi ciia ham s6 : N T
v = fix) it nhdt tai mot diém cé hoanh do b 0 ¢ b x
c € (a:b)(h. 4.15).

Hinh 4.15

HE QUA

Néu ham s6 f lién tuc trén doan [a : b] va fla) fib) < 0 thi t6n
tai it nhat mot diém ¢ € (a ; b) sao cho fic) = 0.

Y nghia hinh hoc cua hé qua

Néu ham sé f lién tuc trén doan [a ; b] va

fla)fib) < O thi do thi cua ham sé vy = f(x) 1? =)
cdt truc hoanh it nhdt tai mot diém cé ) ey
hoanh dé ¢ € (a: b) (h. 4.16). /‘_\
a I
Vi du 4. Cho ham s6 P(x) = x° + x —1. R - —
; . |
Ap dung hé qua, chimg minh rang phuong fla) _:y'/
trinh P(x) = 0 ¢6 it nhdt moét nghiém
duong nho hon 1. Hinh 4.16
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46.

Giai

Ham s6 P lién tuc trén doan [0 : 1], P(O)=—-1va P(1) = 1.

Vi P(0)P(1) < 0 nén theo hé qua, t6n tai it nhiat mot diém ¢ € (0 : 1) sao
cho P(¢) = 0.

x = ¢ chinh la mo6t nghiém duong nho hon 1 cta phuong trinh P(x) = 0. O

"
2 _9
Cho ham s6 fix) = % Chung minh rang tén tai ir nhat mot diém

c € (0; 2) sao cho fic) =-0.8.

Cau hoi va bai tap

Ching minh ring :
. )
a) Cdac ham s6 f(x) = X -x+3va g(x) = i;——% lién tuc tai moi diém
X +
x e R
2
X" =3x+2 i v %2
b) Him s6 f(x) = x -2 -
1 volL x =2
lién tuc tai diém x = 2.
| 3
: val x # 1,
c)Himso f(x)=4 x—1
2 véi x =1

gidn doan tai diém x = 1.

47. Ching minh ring :

172

a) Him s6 f(x) =x* = x* + 2 liéntuc trén R ;

1
V1 g

c) Him s6 f(x) = V8 — 2x2 lién tuc trén doan [-2 ; 2] ;

b) Ham s6 f(x) = lién tuc trén khoang(—1; 1) ;

kL b 1
d) Ham s6 f(x) = +2x — 1 lién tuc trén nua khoang |i§ D+ m].



48. Chitng minh ring mbi ham s6 sau day lién tuc trén tap xdc dinh cla n6 :

.1:2+3x+4_
2x+1 7

ey = b) f(x)=vl-x++2—x.

49. Ching minh rang phuong trinh
X°cosx +xsinx+1=0

¢é it nhat mot nghiém thude khoang (0 ; 7).

Bai doe thém:

/ TIM GIA TRI GAN DUNG NGHIEM
CUA PHUONG TRINH

Ta sé& dua ra mot ki thuat tim gia tri gan dang nghiém cGa mét phuong trinh nhad ap
dung hé qua cla dinh |i v& gia tri trung gian cla ham sé lién tuc.

Gia sir ham sé f lién tuc trén doan [a ; b] va fla), fib) tréi dau. Khi d6, khoang (a ; b)
chira it nhat mét nghiém cda phudng trinh fix) = 0.

a+b
2
1. Néu fim) = 0 thi m 1a mét nghiém cua phuong trinh.
2. Néu fim) # 0 thi f(m) trai d&u vai fla) hodc trai d&u véi fib).
a) Néu fim) trai ddu véi fia) thi phuong trinh c6 nghiém nam trong khoang (a ; m).
b) Né&u f(m) trai d&u véi f(b) thi phuang trinh c6 nghiém ném trong khoang (m ; b).

Goi m |4 trung diém ctia doan [a ; b], tdc 1a m =

Gia sif xay ra trudng hop a). Goi m, 1a trung diém cla doan [a ; m], tic la
a-+m

mp=

. Ta lai xét gia tri firm,) nhu da lam ban dau.

Ti€p tuc qua trinh d6, sau m?ﬁt s6 hiru han budc, ta tim duge hodc mot nghiém cla
phudng trinh ho&c gia tri gan ding ctia mét nghiém vdi dé chinh xac mong muén vi
cac doan chita nghiém ngay cang "that" lai.

Vi du 1. Ham s6 f(x) = 2 +7x* +6x—21 ligntuc trén R. Vi fi-2) = 11 va

fi-1)= —18, nén phuong trinh -2x° + 7x* + 6x — 21 =0 ¢6 it nhat mdt nghiém
trong khoang (-2 ; —1). Ta tim gia tri gan dung cia nghiém doé theo cach da néu.
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« Trung diém cla doan [-2 ; —1] 1a 1,5 ; Vi fi-1,5) = -7.5 nén phuong trinh ¢é
nghiém nam trong khoang (-2 ; —1,5).

e Trung diém ciia doan [-2 ; —1,5] 1a —1,75 ; Vi f{—1,75) = 0,65625 nén phuong trinh
c6 nghiém nam trong khoang (—1,75 ; —1,5).

Ta tiép tuc lam nhu vay cho dén khi dat dudc gia tri gan ding cla nghiém véi dé
chinh xac can cb.

Quy téc thyc hanh

Trong tinh toan ta khong quan tadm dén cac gia tri lién tiép cla fix) ma chi quan tam
dén d&u clia chung. Vi vay, ta ghi cac gia tri lién tiép cla v trong mét bang gdm hai
cot : cOt + va cot -,

« Trong cdt + ta ghi cac gia tri cla x, tai dé f(x) 18y gia tri duong.

e Trong cot — ta ghi cac gia tri cla x, tai d6 fix) 18y gia tri am.

= Mbi gia tri ti€p theo cla x la trung binh cdng cla gia tri sau cung clia cot + va gia tri
sau cung cua cbt - truide né.

« Nghiém cla phuong trinh ndm gilra gia tri sau cung clta cbt + va gia. tri sau cung
clia cot —.

Chéng han, véi vidu 1, ta c6 bang sau :

+ —
fi=2)=11 -2
-1 fi-1)=-18
-1,5 A-15)=-15
fi—1,75) = 0,65625 -1,75
-1,625 Jf(=1,625) = -3,68359375
-1,6875 Si—1,6875) = —1,5805664063
—1,71875
Phuong trinh ¢6 nghiém x, thoa man
-1,75 < xy <-1,71875.
Gia tri gan dang cla nghiém la —1,7 sai khac khéng qua 0,1. O

Vi du 2. Tim gia tri gan ding cla V2 véiba chitss thap phan.
Giai .
Ta thay J2 1a mét nghiém clia phudng trinh

fl)= xr=2=0.
Vifil) = —1 va f{2) = 2 nén phuong trinh trén c6 mot nghiém nam trong khodng (1 ; 2) ;
dé 1a V2 {con nghiém 2 ciia phuong trinh ndm ngoai doan [1 ; 2]). Bang sau
day cho ta gia tri gan ddng clia /2.



- +

2

1,5
1,25
1,375
. 1,4375
1,40625
1,421875
1,4140625
1.41796875

1,.416015625
1.4150390625
1,41455078125

Tir bang trén ta co
1,4140625 < xE < 1,41455078125.

Gié trj gén dung ciia \J2 Ia 1,414 sai khéc khéng quéa 0,001,

Luyén tap

50. Chimg minh rang :

51.

a) Ham s6
S
(x+1) viix=<0
f(x) = ,
X +2 wvoix>0
gidn doan tai diém x = (.
b) Méi hiam s&

f

X =

vl x <1

g(x) = Jx = 3 va h(x) =
' —-—— VO x> |

lién tuc trén tip xdc dinh cua no.
Giai thich vi sao

2

a) Ham s6 fix) = x*sinx — 2cos” x + 3 lién tuc trén R ;

X~ 4+ xcosx + sinx

b) Ham s6 g(x) =
S ) 2sinx + 3

lién tuc trén R ;
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52. Ching minh riing ham s6 fix) = x* + x + 3 +

; 3
(2x + Dsinx — cos™ x

c) Ham s@ ii(x) = lién tuc tai moi diém x # kn, k € Z.

Xsinx

- lién tuc trén tap xdc dinh

cua no.

53. Chitng minh ring phuong trinh X +x+1=0 c6 it nhat mot nghiém am

I6n hon —1.

54. Cho ham so

Foh = % vii x =0

~1 véi x=0
a) Ching to rang f(-1)f(2) < 0.
b) Chimg t0 rang phuong trinh f(x) = 0 khong c6 nghiém thudc khoang
(132
¢) Diéu khang dinh trong b) ¢6 méu thun véi dinh 1i vé gid tri trung gian cta
ham s6 lién tuc hay khong ?

&Sl

CO-SI, NHA TOAN HOC LON

Nha toan hoc Phap Cé-si (Cauchy) ia mét trong nhing ngudi sang 1ap ra Giai tich
hién dai, déng thai 6ng cling cd nhiéu dong gbp sau sac trong cac nganh toan hoc va
khoa hoc khac. Ong da dé lai ddu &n thién tai cla minh trong nén Toan hoc thé ki XIX.

Sinh & Pa-ri, tir rat s6m 6ng da ham mé toan hoc. Nam
mudi sau tudi 6ng vao hoc Pai hoc Bach khoa Pa-ri va
tré thanh ki su. Sau d6, 6ng tham gia xay dung quan
cang Sec-bua (Cherbourg). Hang say lao dong nhung
suc khoé khong tét, 6ng danh phai trd vé gidng day
Giai tich va Cad hoc tai Pai hoc Bach khoa Pa-ri.

Tir thé ki XVIIl, nha toan hoc Thuy Si Lé&-6-na O-le
(Leonhard Euler, 1707 — 1783) da phat trién phép tinh
vi phan clia nha toan hoc Anh Niu-ton (Newton, 1642 — 1727)
va nha toan hoc Blc Lai-bd-nit (Leibniz, 1646 - 1716).
Tuy nhién, cac khai niém vé cuc, vé cung bé va vé cling
I6n van con téi nghia, khong rd rang, lap luan con thiéu
chét ché.

Augustin Louis Cauchy
(1789 - 1857)



Trong giang day, Cé-si quan tdm dac biét dén viéc dinh nghia cac khai niém mot
cach chat ché. Nhiéu dinh Ii va phuong phap do 6ng chimg minh va phat minh mang
tén 6ng. Chinh éng la ngudi dau tién da trinh bay khai niém gidi han cla ham sé
bang ngén nglr nhu hién nay dang dugc giang day trong cac trudng dai hoc.

Giao trinh Giai tich ma éng giang day va céng bé da ngay ap tirc bi cac sinh vién va
cac déng nghiép phé phan bdi vi ndi dung clia né vugt xa muc tiéu dao tao céc ki su
tuong lai thai d6. Cudc cach mang nam 1830 da lam gian doan su nghiép cla 6ng.
Trung thanh véi Sac-lo X (Charles X), dng da tir chéi khéng tuyén thé trung thanh vdi
vua Lu-i Phi-lip Booc-l1&-ang (Louis Philippe d'Orléan), ngudi thay thé Sac-lo.

Ong da bi di day & Tu-rin, sau d6 & Pra-ha. Tai day 6ng da lam gia su cho cong tudc
Booc-d6 (Bordeaux), chau clia vua Phap bi phé trut.

Tré vé Pa-ri nam 1838, tinh c6 chédp clia 6ng vé chinh tri di véi ché dé mdi da khién
6ng bo 18 nhiéu vi tri cdng tac ma nhiéu ngudi ao udc.

Cudc Cach mang Cong hoa nam 1848 da giai l0i thé trung thanh cho cac cong chirc.
Nha toan hoc thién tai da hét uu phién va nhan ghé Giao su Thién van — Toan tai
Dai hoc Sooc-bon (Sorbonne). Ong gidng day va nghién citu & dé cho dén cudi doi.

Ong da cb nhiéu déng gop vé Gidi tich, Dai s8, Hinh hoc, S6 hoc, Li thuyét ham sé
phitc, Co hoc, Quang hoc, Thién van hoc, ...



