PHUONG TRINH LUONG GIAC CO BAN

Ta xét bai toan sau :

Mot vé tinh nhan tao bay quanh Trdi
Ddt theo mgt quy dao hinh elip
(h. 1.18). D6 cao h (tinh bang kilomet)
cua v¢ tinh so voi bé mdt Trdi Pt
ditoc xdc dinh bdi cong thiic

T
h =550 + 450 cosﬁr . Hinh 1.18

trong do t la thoi gian tinh bang phiit ké nr liic vé tinh bay vao quy dao. Nguoi
ta can thuc hién mot thi nghiém khoa hoc khi vé tinh cach mdr ddt 250km.
Hay tim cdc thoi diém dé ¢é thé thuc hién thi nghiém dé.

Bai todn nay dan dén viéc giai phuong trinh

T T 1
—t =2 —_—f ===
550 + 450 cos 5{], 50, hay cos 50! 3
Néu dat x = ——51:} t thi phuong trinh trén ¢é dang cosx = — % .

Trén thuc t€, c¢6 nhiéu bai todn din dén viéc giai cdc phuong trinh ¢6 mot
trong cac dang

sinx =m, COSX =m, tanx =m va cotx = m,
trong d6 x 12 4n s6 (x € R) va m 1a mot s6 cho trude.

D6 1a ciac phuong trinh luong giac co ban.

1. Phuong trinh sinx = m
a) D¢ 1am vi dy, ta xét mot phuong trinh cu thé, ching han

. 1
by —_ —— l
sin x 5 (1)
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}E} Tim mét nghiém ctia phuong trinh (1).

Pé tim tit ca céc nghiém cua (1), ta cd thé
lam nhur sau :

Xét dudng tron lugng gidc goc A. Trén truc

sin, ta 14y diém K sao cho OK = l Puong

|

I~

,__ 2 , A 0
thing qua K va vuong goéc véi truc sin cat '

dudng tron lugng gidc tai hai diém M, va M, ;
hai diém nay d6i ximg v6i nhau qua truc sin
(h. 1.19). Tacd

=\ rruc sin

— Hinh 1.19
sin(OA, OM,) = sin(OA, OM,) = OK = =
Dé théy, s6 do (radian) clia cdc géc lugng gidc (OA, OM ) va (OA, OM,) la tat ca

céc nghiém cta (1). Ldy mot nghiém tuy y cia (1), chiang han x = % Khi do
cic géc (OA, OM,) c6 s6 do —g+k21r . cdc goc (OA, OM,) ¢6 s6 do

n—%+k2n (k € Z). Vay

sinx=% = .r=%+k2n hoac .x=:n:—%+k2n (k € ZL).

Sir dung ki hiéu "[" thay cho tir "hodc", ta c6 thé viét lai két qua trén nhu sau :

x=g—+k2n
P (k e Z).

I=K—%+k21‘[

sinx = —l~
T2
b) Gia sir m 12 mot s6 da cho. Xét phuong trinh
sinx = m. (I
Hién nhién phuong trinh (1) xdc dinh v6i moi x € R.
Ta da biét, sinx| < 1 véi moi x. Do d6 phwong trinh (I) v6 nghiém khi |m| > 1.

Mt khic, khi x thay déi, sinx nhan moi gid tri tir —1 dén 1 nén phuong trinh (I)
ludn ¢6 nghiém khi [m| < 1.



Lam tuong tu nhu do6i véi phuong trinh (1), ta co

Néu a 1a mot nghiém cia phuong trinh (1), nghia 1a sina = m thi

. x=0a+k2n
siny =m < (k € Z). (Ia)
x=n—-a+k2n

Tanéi ring x = @+ k2n va x = — a + k2n la hai ho nghiém cia phuong
trinh (I).

K& tir day, dé cho gon ta quy udc ring néu trong mot biéu thic nghiém cia
phuong trinh lugng gidc c6 chifa 4 ma khong giai thich gi thém thi ta hicu

ring k nhan moi gi4 tri thuoc Z. Chéng han, x = a + k27 ¢6 nghia 1a x 1dy moi
gid tri thudc tap hgp

(a, at2n, atdn, ax6m,...}.
Vi du 1. Giai cic phuong trinh sau :

1) Si“-’f=—§ : 2) sinx:%-
Giai
[ n V3
1) Dosm[—g] . nén
x=-=+k2n
: = , : ( n] 3
siny =——— < sinx =sin| —— |
2 3 T
I=E—[———]+k2n
3
.r:—;+k2:r|:,
= 4
.szn+k2n.

2) Vi %{ 1 nén ¢6 s6 a dé sina= %.Dod(‘}

: 2 . ) x=a+k2m,
sinx = — < sinx =sina & O
3 x=m—-a+k2n
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@ Giai phuong trinh sin x = %

Trong mat phéng toa do, néu vé dé thi (G) clia ham s6 y = sinx va dudng
thing (d) : y=m thi hoanh d6 mbi giao diém cta (d) va (G) (n€u cé) 1a mot

nghiém ctia phuong trinh sin x = m.

[H3] 7r8n d6 thi ham s6 y=sinx (h.1.20), hay chi ra céc diém c6 hoénk dé trong

khoang (0 ; 5x) la nghiém cta phuong trinh sinx = % .

R

}F_.-__

Tl L,
N, GT\RZV\SJ'EJ,:;/"\&_;
P B3N o Mo Mo M g~
Sp—d T +2m 3By 0n % 4 an 34 an

Hinh 1.20
CHUY

1) Khim e {0; +1}, cong thitc (Ia) c6 thé viét gon nhur sau :
siny =1 < Jr=—;—+k2:n;,

siny =—1 & x = —g + k2m,

sinx =0 < x=kn.

2) Dé thiy ring v6i m cho truéc ma |m| <1, phuong trinh

] Nguoi

sinx =m c¢6 diing mot nghiém nam trong doan [—g . g
ta thuong ki hiéu nghiém d6 la arcsinm (doc 1a dc-sin m). Khi dé
x = arcsinm + k2m,

sinx = m < :
X =m —arcsinm + k2.

Vay & vi du 1 cau 2) c6 thé viét

5 X = arcsin% + k2m,
siny =— &
3 . 2
X =m — arcsin— + k2m.

3
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2.

trén truc cosin ta l1dy diém H sao cho OH =m.

3) Tir (Ia) ta thdy ring : Néu a va £ la hai s6 thyuc thi sin f = sina
khi va chi khi c6 s6 nguyén k dé p =a+k2n hodc

f=n-a+k2n, kel

Vi du 2. Tim s6 x thoa man phuong trinh sin(2x — %) = sin(% + .r].

Giai

2_r—E=E+.r+k2n

: T (T 5 5
sinl2x——=|=sin| =+ x| &
5 5 T T
2 ~€+x + k21

.1‘-"-5 =T —
2n
2 [ = —
. ?‘IL' + K27 X 5 + k2n
2n
3Ix =m+ k2 L Sl
xX=T T 3 + k 3
s e om 2n . T 2n =
Viy cédc s6 x cin tim 1a x=?+k2nv3x=§+k—3—,ke£. O
Gidi phuong trinh sin 2x = sin x .
Phuong trinh cosx = m
Xét phuong trinh
Cosx =m, (IT)

trong d6 m 12 mot s6 cho trude. Hién nhién phuong trinh (IT) xéc dinh v6i moi
x € R. Dé thdy rang : ‘

Khi | m | > 1, phuong trinh (II) vo nghi¢m.

Khi | m | € 1, phuong trinh (II) luén cé
nghiém. D€ tim tit ca cdc nghiém cua (II),

.-—-"':a

T |3
X5

Goi (1) 1a dudng thing di qua H va vuéng géc

BI

vai truc cosin (h. 1.21).
Hinh 1.21
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Do |ml < 1 nén dudng thing (1) cit duong tron luong gidc tai hai diém M,

va M. Hai di€m nay do6i ximg v6i nhau qua truc cosin (ching tring nhau néu
m= *£l). Ta thiy s6 do cua cdc goc luong gidc (OA, OM,) va (OA, OM,)
latit ca cic nghiém cua (II). Néu « la s6 do clia mot géc trong ching,
noi cich khic, néu a la mot nghiém cua (II) thi cdc géc dé c6 céc s6 do la
a+ k2n va—a+ k2n. Vay ta cé

Neéu e 1a mot nghiém ctia phuong trinh (11), nghia I3 cosa = m thi

xX=a+k2n,
COSx =m & (Ila)
x=-a+k2n.

E Giai phuong trinh sau : cosx = — %
CHU Y
I) Dac bi¢t, khi m € {0 : 1}, cong thic (ITa) c6 thé viét gon
nhu sau

cosx=1 & x=k2n,

cosx =—1 & x=n+k2n.
T
cosx =0 & x= 5 + k.

2) Dé thdy rang v6i moi s6 m cho tru6c ma | m | < 1, phuong trinh
cosx =m c6 ding mot nghiém nam trong doan [0 ; w]. Ngudi ta
thudng ki hiéu nghiém d6 1a arccos m (doc 1a dc-cosin m). Khi d6

X = arccosm + k2mn,
COSX =m &
X = —arccosm + k2m.

ma ctng thuong duogc viét 1a x = + arccosm + k2.

3) Tir (Ila) ta thdy ring : Néu a va S1a hai s6 thuc thi cos f = cosa
khi va chi khi ¢6 s6 nguyén kdé S8 = a + k2n hoic f = —a + k27,
k e Z.



Hay gidi phuong trinh cos(2x+1) =cos(2x-1).

3. Phuong trinh tanx = m

Cho m 1a mot s6 tuy y. Xét phuong trinh
tanx = m. (I11)
biéu kién xac dinh (PKXD) cua phuong
trinh (III) 1a cos x # 0. i 1
2 i , 4 M AT
Ta da biét, khi x thay doi, tan x nhan moi /
gid tri tir —oo dén +o0. Do d6 phuong trinh
(IIT) Tuén cé nghiém. P¢é tim t4t ca cic

m

4

nghiém cua (III), trén truc tang, ta lay A’ o o
diém T sao cho AT = m. Dudng thang OT M / g
cat dudng tron lugng gidc tai hai diém M, B g
va M, (h. 1.22). Ta ¢6 Hinh122

tan(OA, OM,) = tan(OA, OM,) = AT =m.

Goi s6 do cia mot trong cic goc luong gidc (0A, OM,) va (OA, OM,) 1a a;;
noi cich khiac, & 1a mot nghiém nao dé cua phuong trinh (I1I). Khi d6, cic
goc lugng gidc (OA, OM,) va (OA, OM,) c6 cac s6 do la a + kn. D6 1a tat ca
cdc nghiém cua phuong trinh (III) (hién nhién chiing thod man PKXD
cua (III)). Vay ta co

Néu a 1a mot nghiém cua phuong trinh (I11), nghia 1a tana = m thi
tanx =m < x=a+kn. (IT1a)

Vi du 3. Giai ciac phuong trinh sau :

x
1) tanx =-1; 2) tan-3==3.
Giai

1) Vi-1= tan(—%] nén

T
tanx =-1 & ,1'=-E + k.
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4.
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2) Goi & la mot s6 ma tana = 3. Khi do
tan'—;=3 = %;;=ar+krr<=;~ x=3a + k3n.

(C6 thé tim duge mot s6 a thoa min tana = 3 bing cdch tra bang s6 hoac
diing may tinh bo tdi. Cu thé 1a a = 1,249). O

CHU Y

1) Dé thdy rang véi moi s6 m cho trude, phuong trinh tan x = m ¢

2. 2
hiéu nghiém d6 la arctan m (doc la dc-tang m). Khi d6

dang mot nghiém nam trong khoang [—E : E]. Nguoi ta thuong ki

tanx =m < x= arctanm + km.
2) Tir (I11a) ta thdy ring : Néu a va f1a hai s6 thuc ma tanea, tanf
xdc dinh thi tanf = tana khi va chi khi c6 s6 nguyén k dé
B =a+kn.

Giai phuong trinh tan2x = tan x.

Phuong trinh cotx = m
Cho m 1a mét sé tuy ¥, xét phuong trinh
cotx =m. (IV)

PKXD cta phuong trinh (IV) la sinx # 0. Tuong tu nhu d6i v6i phuong trinh
tanx =m, taco

Néu « 1a mot nghiém ctia phuong trinh (IV), nghia la cotar = m thi

cotx =m <> x=a+kn. (IVa)

Vi du 4. Giai cic phuong trinh sau :

1) cotx =—% - 2)cot3x=1.

Giai

1) Goi @ la mot s6 ma cota = —%. titc 12 tana = —3 (chang han, bang bing s&
hoac may tinh bo tdi, ta tim duge a = —1,249). Khi d6é

1
cot x =—-§ & x= o+ k.



y[ " i | n
2)cot3x=1 3x=cot— 3x=—+k X=— +k—.
)cot3x =1 < cotdx cot & 3r= 7 +kn & x 5 3 O
CHU Y
Dé thdy rang v6i moi s6 m cho trudc, phuong trinh cotx = m c6é

ding mot nghiém nam trong khoang (0 : m). Ngudi ta thuong ki
hiéu nghiém doé la arccotm (doc la dc-cotang m).Khi dé

cotx =m <& x= arccotm + k.

P 0 2_ ]
Giai phuong trinh cm[ r6+ ]: lanl-

3

5. Mot so dieu can huu y

1) Khi da cho s6 m, ta c6 thé tinh duoc cac gia tri arcsinm , arccos m (v6i|m|<1),

1 1

arctanm béng mdy tinh bd tii véi cdc phim sin ', cos™' va tan”' (xem

bai doc thém trang 30).

2) arcsinm , arccosm (v6i | m | < 1), arctanm va arccotm c¢6 gid tri 1a nhimg

s6 thue. Do dé ta viét, chang han arctan] = % ma khong viét arctan] = 45°.

3) Khi xét cic phuong trinh lugng gidc ta di coi 4n s6 x 12 s6 do radian cua
cdc goc luong gidc. Trén thuce t€, ta con gap nhimg bai toan yéu ciu tim s do
do cua cdc goc (cung) lugng gidc sao cho sin (cosin, tang hodc cotang) clia

chiing bang s6 m cho tru6c ching han sin(x + 20°) = g - Khi giai cic
phuong trinh nay (mé lam dung ngon ngir, ta vin goi la gidi cdc phuong trinh
luong gidc), ta ¢6 thé ap dung cdc cong thitc néu trén va luu ¥ sir dung ki hiéu
56 do d trong "cong thifc nghiém" cho thong nhét, ching han viét x = 30° + k360°
chit khong viét x = 30° + k2.

Tuy nhién, ta quy udc rang néu khong cé giai thich gi thém hoic trong
phuong trinh lugng gidc khong st dung don vi do goc 1a do thi mac nhién an
s0 1a s6 do radian cua géc luong gidc.

V3

Vi du 5. Giai phuong trinh sin(x + 20%) = =
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Giai

Vi l’g = sin60° nén

sin(x + 20°) = % & sin(x + 20°) = sin60°

x+20°=60° +k360° - x = 40° + k360°
x+20°=180° - 60° +k360° x =100° + k360° O

=

Giai cac phutong trinh sau :
V2

1) cos(3x —15% = = 2) tan 5x = tan 25°.

Céu hoi va bai tap

14. Gidi cdc phuong trinh sau :

g R  (x+m) 1
a)sméh—sms* b}sm[ 5 }— 3 °
c)cos£=cos\5' d) cos x+£ :E.

2 " 18 5

15. a) V& d6 thi ctia haim s6 y = sinx r6i chi ra trén d6 thi d6 cdc diém c6 hoanh

d6 thude khoang (—1{ ? 411) 1a nghiém cta méi phuong trinh sau

J3

l}sinx:—T : 2)sinx =1
b) Ciing cau hoi twong ty cho ham s6 y = cosx d6i véi mbi phuong trinh sau
l)cos,r=u;1_; : 2)cosx =-1.

16. Tim nghiém cua cic phuong trinh sau trong khoang da cho

a) sin2x=-—% voi O<x<m;

3 .
b) cos(x — 5) = - vol —m<x <.
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17. S6 gitr c6 anh sang mat troi cia mot thanh phé A & vi do 40° bic trong ngly
thit ¢ ctia mot nam khong nhuan duge cho bdi ham s6

-

(r—ED)J +12 v6i te Zva0<1<365.

m

dif)=3 511{182

a) Thanh ph6 A c6 ding 12 gid ¢6 dnh sdng mat trdi vao ngay nao trong nam ?
b) Vo ngay nao trong nam thi thanh phé A ¢6 it git ¢6 dnh sing mat troi nhat ?

¢) Vio ngay ndo trong nim thi thanh ph6é A ¢6 nhiéu gid c6 anh sing mat
troi nhét 7

18. Giai cdc phuong trinh sau

a) tzm?:_r=t*au'n-:f’ﬁE : b) tan(x — 15%) =5 ;
c)tan(2x—l}=\/§; d}cotz,r:cm(—%];
e) cot[%+20°)=-\ﬁ : f)cnt31=tan~2§3-

19. a) V& d6 thi ciia ham s6 y = tanx r6i chi ra trén d6 thi d6 céc diém c6 hoanh
d6 thuoc khoang (—n ; m) 1a nghiém ctia méi phuong trinh sau
1) tanx =-1; 2)tanx =0
b) Ciing cau hoi tuong tu cho ham s6 y = cot x va cho méi phuong trinh sau

1) cotx = TS . 2)cotx = 1.

20. Tim nghiém cta cdc phuong trinh sau trén khoang da cho
a) tan(2x — 15%) =1 v6i —180°<x < 90°;

l::)::tl::otf}x=—i Vol —; < x<0,

V3

21. Khi giai phuong trinh tanx = -3, ban Phuong nhén thay -3 = tan[— %J

va viét
tan x =-\/§ &S tanx =1an(— %} & x:—; + k.
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Bai doc thém

30

Ciing phuong trinh d6, ban Quyén lay ~f3 = tan%;E nén giai nhu sau :

tany =—+3 < tanx =|‘.aszﬂ < x= ZTE + k.
Theo em, ai giai ding, ai giai sai ?
Tinh cdc géc cla tam gidc ABC, biét AB = V2 em, AC = V3em va dudng cao
AH = lem. (Goi y - Xét truong hop B, C nam khdc phia d6i v6i H va truong
hop B, C nam cung phia d6i véi H ).

DUNG MAY TiNH BO TUI BE TiM MOT GOC
KHI BIET MOT GIA TRI LUONG GIAC CUA NO

Cac phim sin ', cos ' va tan ' clia may tinh bd tii CASIO fr - 500MS dudc ding dé
tim s6 do (d6 hoac radian) clia mét géc khi biét mét trong céc gia tri lugng giac clia
n6. Muén thé déi vai may tinh CASIO fx - 500MS ta thuc hién hai budc sau :

Budc 1. An dinh don vi do géc (d6 hoac radian).

Muén tim sé do d6, ta &n MODE| [MODE] MODE [1]. Lic nay dong trén ciing clia
man hinh xuét hién chir nhé [§}

Muén tim s6 do radian, ta &n MODE| MODE| MODE| [2] Luc nay dong trén cling clia
man hinh xu&t hién chir nhé [§.

Budc 2. Tim s6 do géc.

Khi biét sin, cosin hay tang cGia géc a can tim bang m, ta 1an Iugt an phim [SHIFT], va

mdt trong cac phim sin |, fcos |, tan”'|, r8i nhap gia tri luong giac m va cudi ciing &n

phim [=]. Luc nay, trén man hinh cho két qua la s6 do clia gbc a (d6 hay radian tuy
theo budc 1).

CHU Y

1) & ché d6's6 do radian, cac phim sin”', cos ™' cho két qua (khi [m| < 1) 1a
arcsin m , arccos m ; phim tan”' cho két qua Ia arctan m.

2) U ché d6 s6 do do, cac phim sin”' va tan ' cho két qué la s& do géc e tif

~90° dén 90° ; phim cos ' cho két qua la s8 do géc « tir 0° dén 180°. Cac
két qua dy dugc hién thi dudi dang sé thap phan, ching han 7,065272931°.



Vi du 1. D8 tim s8 do d6 clia géc « khi biét sina = - 0.5, ta 1an lugt &n

MODE] [MODE] MODE] [1] SHIFT] sin | -0.5

e

Buoc 1 Budc 2

Trén man hinh hién két qua —30, nghia 1 &= -30°.
Vi du 2. D& tim s6 do do clia géc a khi biét sina = 0,123, ta lan lugt &n

MODE| [MODE] MODE [i] [SHIFT] jsin"'] 0,123 [=]

~y

Bugc 1 Budc 2

Trén man hinh hién két qua 7.065272931, nghia la & = 7,065272931°. Mudn dua két
qua nay vé dang do-pht-gidy, ta an tiép

Trén man hinh hién két qud 7-3754.98, nghia 1a @~ 7°3'54,98" ~ 7°3'55".
Vi du 3. Dé tim s& do radian cla géc a khi biét taner = +/3 — 1, ta lan lugt &n

MODE| MODE [MODE [2] BRIFT ftan || [0 ¥ 321 DI[=]

. e
R il T

Buéc 1 Budc 2

Trén man hinh hién két qua 0.631914312, d6 la gia tri gan dung clia arctan(y/3 — 1).

Luyéen tap
23. Tim tap xdc dinh cia méi ham s6 sau :
1 -cosx sin(x — 2)
-} b)v= :

a)y= Isinx + N2 )Y cos2x — COS X

tanx 1
ghypm—re= | d)y= :

) I+ tanx J3cot2x +1

24. Gia sir mot con tau vi tru duoc phéng lén tir mai Ca-na-vo-ran (Canaveral}
& Mi. N6 chuyén dong theo mot quy dao dugc mo ta trén mot ban dé phang
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32

«cong thic & = |d|, trong d6

. Mot chiéc gudng nude c6 dang hinh tron ban

(quanh dudng xich dao) ciia mat dat
nhu hinh 1.23 : diém M mo ta cho
con tau, dudng thing A mé ta cho
duong xich dao. Khoang cich h
(kilomet) tir M dén A duogc tinh theo

n
d = 4000 c05[4—5(r —- 10)} :

Hinh 1 23

v0i ¢ (phiit) la thoi gian tr6i qua k€ tir khi con tau di vao quy dao, d > 0 néu M
& phia trén A, d < 0 néu M ¢ phia dudi A.

a) Gia thiét ring con tau di vao quy dao ngay tir khi phéng Ién tai miii Ca-na-vo-ran
(tc Ia dng v6i 1 = 0). Hay tinh khoang céch tir diém C dén dudng thing A, trong
d6 C 1a diém trén béan d6 biéu dién cho miii Ca-na-vo-ran.

b) Tim thoi diém s6m nhat sau khi con tau di vio quy dao dé ¢6 d = 2000.

¢) Tim thdi diém s6m nhat sau khi con tau di viao quy dao dé c6 d = —1236.
(Tinh chinh xéc cdc két qua dén hang phin nghin).

kinh 2,5m ; truc cta né dat cich mat nudc
2m (h. 1.24). Khi guéng quay déu, khoang
cach h (mét) tir mot chiée gdu gin tai diém A
cua guong dén mat nude duge tinh theo cong
thic h =1yl trong dé

. 1
y=2+25 smliZn[x - Z]:’. Hinh 1.24

Vi x 1a thoi gian quay cla gudng (x = 0), tinh bing phiit ; ta quy uéc ring y > 0
khi gdu & bén trén mat nuée va y < 0 khi gdu & duéi nude (xem bai doc thém
vé dao dong diéu hoa trang 15). Hoi :

a) Khi nao thi chi€c gdu & vi tri thap nhat ?

b) Khi nao thi chiéc gdu & vi tri cao nhit ?

¢) Chiéc gdu cdch mat nuéc 2m 14n ddu tién khi nao ?

Duing cong thiic bién déi tng thanh tich, gidi cdc phuong trinh sau

a) cos 3x = sin 2x ; b) sin(x — 120%) — cos 2x = 0.



