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GIA TRI LUONG GIAC CUA GOC (CUNG)
LUONG GIAC

Trong muc nay, ta s& m& rong cdc gid tri luong gidc cua géc hinh hoc thanh
gid tri lugng gidc cua goc lugng gidc. D6 1a co sd dé xay dung cic ham sé
lugng gidc, nhimg ham s6 quan trong trong todn hoc, khoa hoc va ki thudt,
lién quan mat thiét dén thuc tién.

Puong tron lugng giac
a) Pinh nghia
“ Duong tron luong giac la mot duong tron don vi (bdn kinh
bdng 1), dinh hudng, trén dé c6 mot diém A goi la diém goc.

Nhac lai rang ngudi ta luon quy udc trén dudng tron liwgng gidc, chiéu nguoc
chiéu quay cua kim dong ho la chiéu dwong va chiéu quay ctia kim déong hé la
chiéu dm.



b) Twong umg gitta s6 thuc va diém trén duong tron luong giac

Cho dudng tron luong gidc tamfgi goc A. Vi méi s6 thue ¢, hién nhién co

mot cung luong gidc duy nhit AM ¢6 s6 do « (rad), ciing c6 nghia i c6 mot

goc lugng gidc duy nhét (OA, OM) ¢6 s6 do o Cung va géc luong gidc d6

goi tat 1a cung a va goc a ; doi khi ta ciing viét AM'= ava (0OA, OM) = a.
Diém M thuoc duong tron higng gidac sao cho (OA, OM) = a goi
la diém xdc dinh béi 56 a (hay bdi cung a, hay boi goc a).
Diém M con duge goi la diém trén duomg tron lugng gidc biéu
dién cung (goc) liomg gide cé 56 do a.

Ta nhan xét ngay ring :

Ung véi méi 5o thuc a c6 mot diém trén duomg tron liong gide
(diém xdc dinh bdi s6' d6) tuong tu nhi trén truc s6. Tuy nhién, méi
diém trén duong tron luong gide tmg vdi vo s6 s¢ thue. Cdc 56 thie

do co dang e+ K2n, k € 7. t
e 1
E{ Dé thay ré hon tuong img gilta s6 thuc va diém , Im@
trén duding tron lugng gidc, hay xét truc 6 Ar (gbc A) I8 ______ I
tiép tuyén cia dudng tron lugng giéc tai A, hinh dung At ﬂ:r’ih?’:*i' 2
la mot soi déy vé quén day do quanh duting tron liong v M ‘—\g-\
giac nhu & hinh 6.10 : Diém M, trén truc Ar c6 toa do a A'tE 7 A
dén trung voi diém M trén dudng tron luong giac thoa w r_’/
mén sd AM'= a, tdc M xéc dinh béi a. Hai : |
....... = “a=ad 3

a) Céac diém nao trén truc s6 Ar dén tring vdi diém A trén
duding tron lugng giac ? Hinh 6.10

b) Céc diém néo trén truc s6 At dén triing vai diém A" trén dudng tron luong gide (A
la diém d6i ximg cia A qua tam O cda dudng tron) ? Hai diém tuy y trong s6 céc
diém do cach nhau bao nhiéu ?

¢) He toa do vuong goc gan voi dudng tron lugng giac

Cho dutng tron lugng gidc tam O, diém goc A. Xét hé toa do vuong goc Oxy
sao cho tia Ox tring vai tia OA, géc lugng gidc (Ox, Oy) la géc % +k2n, ke Z

(h.6.11). H¢ toa do d6 dugc goi la hé tea dé vuong goc gdn véi duomg tron
luong gidc da cho.
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Sau ndy, ta luén xét duong tron lugng giac trong
hé toa do vudng goc gan véi nd.

@ Tim toa d6 cia diém M trén dudng tron Iugng

; T R 3n
giac sao cho cung lugng giac AM c6 s6 do —

(h.6.11). ¢

2. Gia tri luong giac sin va cosin
a) Cac dinh nghia
Vé6i mbi goe luong gidc (Ou, Ov) ¢6 s6 do a 1dy diém
M trén dudng tron luong gide dé (OA, OM) = @, titc

la diém M xdc dinh bdi s6 a (h.6.12). Goi toa do clia
M trong hé toa do gén vé6i dudng tron do 1a (x ; y).

Hoanh dé x cua M dugc goi la
cosin cua goc heong gidc (Ou, Ov)

hay cua a va ki hiéu
cos(Ou, Ov) = cosa = x.
Tung do y cua M dugc goi la sin
cua goc lugmg gidc (Ou, Ov) hay
cua ava ki hiéu
sin(Qu, Ov) = sina = y.
Né&u sd(Ou, Ov) = a" thi ta cling viét

cos(Ou, Ov) = cosa’,
sin(Ou, Ov) = sina’.

Vidul Hinh 6.13
a] COS[—E] = l, Vi
3 2
sin[—% = —% (h.6.13). Y
0 A =x
b) sin 225° = -% . 3
M| i
cos225° = ——VE (h.6.14). 0
: Hinh 6.14

194 13- BS10(NC)-



CHU Y
Goi i = a, I — OB 1a céc vecto don vi trén truc hoanh va truc

tung (h.6.12). Khi dé, néu diém M thudc duong tron lugng gidc xdc
dinh bdi s6 & thi

OM = (cosa) i+ (sing) 1
tirc 1a M c6 toa do (cosa ; sina).
Goi H, K theo thi tir 1a hinh chi€u vuong géc cha diém M trén Ox
va Oy thi OH = (cosa)i va OK = (sina) j, tic 12

cosa = OH : sina= OK .

Trong lugng gidc, ngudi ta con goi truc Ox la true cosin va truc Oy
la truc sin.

[H3]

a) Tim a dé sina = 0. Khi d6, cosa bang bao nhiéu ?
b) Tim a dé cosa = 0. Khi do, sina bang bao nhiéu ?

b) Tinh chat
1) Vi cdc goc luong gide @ + k2x, k € Z cung xéc dinh mot diém M trén

dudng tron lugng gidc nén ta co

cos(a + k2m) = cosa ; sin( e + k2m) = sina.

2) V61 moi @, ta ludn cd

—1<cosag<l:;-1<sina<l.

3) Vi OH* + OK* = OM* = 1 (h.6.12) nén ta c6

2 .
cos a+ sza: 4

a) Trén dudng tron lugng giac géc A, xét cung lugng gidc AM ¢6 s6 do a. Hoi diém M
ném trong nita méat phang nao thi cose > 0, trong nifa mat phdng nao thi
cosa <0 ? V& hinh.minh hoa. Cing cAu hdi dé cho sina.

b) Hay xac dinh d4u cda sin3 va cos3.
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Gia tri lvong giac tang va cotang
a) Cac dinh nghia

Cho goéc lugng gidce (Ou, Ov) ¢6 s6 do a.

P B T .. . Sina
Néucosa#0(tic a#= — +kn, k € Z) thi ti 56
2 COS ot

la tang cua goc a, ki hiéu la tana (nguoi ta con diing ki hiéu tga).

duoc goi

Vay
tan(Ou, Ov) = tana = o
cosa
Néu sina # 0 (tic @ # kn, k € Z) thi ti 56 C?Sa duoe goi la
o SN &
cotang clia goc e, ki hi¢u la cota (ngudi ta con ding ki hiéu cotga).
Vay
cot(Ou, Ov) = cota = c:I:}sa .
sin a
Khi sd (Ou, Ov) =d° ta cling viét
tan(Ou, Ov) = tana" ; cot(Ou, Ov) = cota’.
Vidu 2. Theo vidu 1, ta co
=
sin| —— =l
a) lan[——) = 3L 2 -3
AN
cus(— ;} >
2
i el
ol L, WO O
sin 225° a ﬁ
2
b) Y nghia hinh hoc

» Xét truc s6 Ar goc A, tiép xiic voi dudng tron lugng gidc tai diém goc A va
ciing hudng vdi truc Qy. Khi (OA, OM) = e sao cho cosar # 0 thi dudng thang
OM cit truc Ar tai diém T c6 toa do 1a (1 ; tana), tic 1a

fana = F




Thuc vay, dudng thing qua géc O (khéc Oy)
c6 phuong trinh y = kx nén n6 di qua diém

M(cose ; sina) khi va chi khi k =
. cos &
Vay phuong trinh dudong thang OM la

y =2 (h.6.15). RS rang, giao diém
cos &
T dang xét c6 hoanh do x = 1 nén tung do
: c sin &
cual la y= = tana.
cosa

Vi vily, truc At con goi la truc tang.

« Xét truc sO Bs goc B ti€p xic voi duong
tron luong gidc tai B(O ; 1), cung hudng
voi Ox (h.6.16).

Khi (OA, OM) = a ma sine # 0 thi dudng
thing OM cit truc Bs tai diém S c6 toa do
la (cotex; 1), tiic la

cota = ES

(chiing minh tuong tu nhu trén).
Vi viy, truc Bs cOn goi la truc cétang.

Vi du 3. a) tan(—45") = -1 (h.6.17).
i

b) cot Eﬁfjw’i (h.6.18).

\

¥
Yi t
B

sina

Yi

XT[ 1 : tanex)

K,
N

Hinh 6.15

S{cotil; 1)

N 74

C

Hinh 6.16

T(l;-1)

Hinh 6.17 Hinh 6.18

I1

Hinh 6.19

[H5] Céc truc toa d6 Ox, Oy chia mét phing thanh bon goc phén tu I, I1, Iil, IV
(h.6.19). HGi vai diém M ndm trong goc phan tur nao thi

a) tan(OA, OM) >0 ?
b) cot(OA, OM) <0 ?
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¢) Tinh chat
1) Tt y nghia hinh hoc n6i trén, suy ra : Véi moi k € Z, ta cé

tan(a + AkT) = tanax ; cot( @+ km) = coto.

(khi cdc biéu thic ¢6 nghia).
2) Tir dinh nghia tang va cotang, suy ra

Khi sina. cosar# 0 (tirc khi a# k% » k € Z),taco

cota =

tan o

3) Tu dinh nghia tang va cotang va tir cong thifc sin’a + cos

ngay cdc cong thirc

=1, ta suy ra

Khi cosar# 0, : l+tan" =

Cos™

1

Khi sinr# 0, | +cot’ar= :
S o

Tim gia tri lugng giac cua mot so goc

» Tir dinh nghia céc gid tri luong gidc néi trén, ta thdy : Néu géc lugng gidc
(Ou, Ov) ¢6 56 do a, 0 < a < m thi cic gid tri lugng gidc cla né bing cdc gid
tri lugng gidc cua gée hinh hoc uOv da hoc trude day. Vay ta c6 bang sau :

a 0 5 . &£ o
6 4 3 7
sing 0 l i{_Z_ ﬁ 1
2 2 2
cosa 1 ﬁ E 4 0
2 2 2
1
tana 0 — 1 3 | Khong xac dinh
v@ V"_ g
1
cotae | Khong xac dinh 3 1 —= 0
g V3 "




« Khi biét mot gid tri lugng gidc cta goc a, ¢6 thé dung cac cong thic lugng
gidc & muc 2, muc 3 va ddu cua gid tri lugng gidc dé tinh todn cdc gid tri

luong gidc con lai cua goc a.
N man PR .
Vidud.Choa, n<a < = Hay tim cosa, néu biét sina = 5

Giai. Don<a< 2’25 nén cosa < 0, tir dé

[ . 3
cCosa = — l—smzaf = —

% O
5
Vidu 5. Cho «, —g < a < 0. Hiy tim cosa, sina, biét tana = —i;-
Giai. Do —% < a <0 nén cosa> 0. Vay tu
l+tan” a 1+_5_ 9
4
suyracosa=%vhtf:dé sinascosa.mna:—‘—’g- 0

CHUY
Vi cho géc lugng gidc (Ou, Ov) ciing c6 nghia la cho cung lugng
— : :
gidc UV tuong tng trén dudng tron lugng gidc tam 0, nén néi vé
céc gid tri lugng gidc clia goc (Ou, Ov) clng ¢6 nghia la néi vé cdc
e P =i .
gid tri lugng gidc cha cung UV tuong tng.

Cau hdi va bai tap

14. M&bi khing dinh sau ding hay sai ?
a) Néu @ am thi it nhdt mot trong cdc s6 cosa, sina phai am.
b) Néu aduong thi sina= V1 - cos’a .
¢) Cic diém trén dudng trdn lugng gidc xdc dinh bdi céc s6 thuc sau trung nhau :
. _In, 13n ., _Tin
riiaty et
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d) Ba s6 sau béng nhau :

cos”45°; sin (% cos% va —sin210°.
e) Hai so sau khdc nhau :
sin LE va sjn(%?h 1505::).
g) Cic di€m cua dudng tron luong gidc l4n luot xdc dinh bdi cdcs6 0 ; g : %E :
1T _23_:: va — g la cdc dinh lién tiép cta mot luc gide déu.

IS. Tim céc diém cia dudng tron lugng gidc xdc dinh béi s6 « trong moi
truong hop sau :

2
[ : . . V1 —cos“ &
a) cosa = V1 - sin & : b) sin’ a =sina ; c)tang= ———— .

cosda
16. Xic dinh diu cla céc s6 sau

a) sin 156 ; cos(-80°) : tan(—%) vi tan 556" :
. 3 i
b) sm[a - E) - c{)s(af —?EJ vl tan[a -—12£), biétring 0 < @ < g

17. Tinh cdc gid tri lwong gidc clia cdc goc sau :

-Z+@Qk+Drn:  b)kn: O=+kn: dZskn (ke
3 2 4
I8. Tinh cdc gid tri lugng gidc clia goe @ trong moi trudng hop sau :
|
a) cosa = l, sina<0: b) sina= ——, i <a< S—N .
4 3 2

c) tanar= % -n<a<(.

19. Don gian céc biéu thirc :

. . 2 5 l-cosa 1 i LE
a) Jsm"’ a+smn ogcos @ b) 5 - (gia sursina # 0) ;
sin” a | + cosa
i 2 )
1 —sin” acos” a 2 N
c) 5 — cos” o (gia sir cosa # 0).

Cos o
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Luyén tap

20. Tinh cdc gia tri luong gidc cua cdc goc sau :

225°. —225° 750°, -510°, 2%, Uz _10m = 17m
3 6 3 3

21. Xét goc lugng gidc (OA, OM) = a, trong d6 M 1a diém khoéng nam trén cic
truc toa dé Ox, Oy. Hay lap bang ddu cua sina. cosa, tana theo vi tri cuia M
thudc cac géc phan tr I, I, III, IV trong hé toa dé Oxy. Hoi M & trong géc
phén tu nao thi :

a) sing, cose cung dau ? b) sine, tane khac dau ?
22. Chiing minh céc déng thiic sau :

4 y 4 2
a)cos @—sin a=2cos & —1;

" 2 1 o
b 1l—et @@= —7—— — (néu sina=0) :
sin“a  sin” a
.2
|l +sin”" & 4
g} ————=1% 2tan’ @ (néu sina # £1).
| —sin”“ &

23. Chimg minh céc biéu thitc sau khong phu thugc o :

. 4 2 4 . 2
a) \/sm a + 4cos“a +\/cos a +4sin“a

b) 2(sinﬁaf+ cosﬁa'} - 3(cos4a+ sinqa) =

c) 2 + Sohg P (néu tana # 1).
tana —1 cota —1
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sUf DUNG MAY TiNH BO TUI BE pAI S6 PO GOC
VA TIM GIA TRI LUONG GIAC

C6 thé diing may tinh b tai dé tim gia tri Iudng giac clia géc lugng giac va ddi sé do
d6 cha cung tron ra radian va ngugc lai. Chang han, ding may tinh CASIO
fx —500MS :

— Pé tinh sin [—%m] thi an

[MODE| [MODE]| [2] [sin] [(| [(5)]9 [SHIFT] = [=] 4 []

Két qua la — 0,707 106 781 [a-, —E] .

[MODE

— Pé tinh tan 63°52'41" thi &n

[MODE| [MODE| [MODE] [1] [tan] 63 [+ 52 [»»] 41[] [5]
Két qua 1a 2,039 276 645.
~ Dé déi 33°45' ra radian thi 4n

[MODE| [MODE| [MODE] [2] 33 [**]4s [+»] [SHIFT] [DRG] [1] [5]

Két qua Ia 0,589 048 622.

— P& déi :";— rad ra @6 thi &n

[MODE| [MODE] [MODE] 3 [] 4 )] [SHIFT] DRG] [2] [ [+]
Két qua 1a 42°58'19" (x&p xi). :




