HAM SO LUONG GIAC

I - DPINH NGHIA

Trude hét, ta nhiic lai bang cdc gid tri lugng gidc cua cdc cung dic biét.

Cung
Gis tri 0 £ z o £
lwong gidc 6 4 3 2
1
sinx 0 o ﬂ ﬁ |
2 2 2
|
cos X 1 é _‘{__2_ = 0
2 2 2
tanx 0 ﬁ 1 \f?; |I
3
cotx “ 3 | ﬁ 0
3
1
a) Str dung may tinh bd tdi, hay tinh sin x, cos x vi x & cac sé sau

XX, 18:2:31:435:5.
6’4

b) Trén duting tron lugng giac, véi diém géc A, hay xac dinh cac diém M ma s6 do clia
m P
cung AM béng x (rad) tuong (ing da cho & trén va xac dinh sinx, cosx (18y & = 3,14).

1. Ham s sinva ham sé cosin

a) Ham s6 sin
3 16p 10 ta di biét, c6 thé dat twong dng mbi s6 thyc x v6i mot diém M duy

Cie o
nhit trén dudng tron lugng gidc ma s6 do clha cung AM bang x (rad)
(h.1a). Diém M c¢6 tung do hoan toan xac dinh, d6 chinh la gid tri sin.x.



Biéu dién gid tri ctia x trén truc hoanh va gi4 tri clia sinx trén truc tung, ta dugc
Hinh 1b.

¥
. M
SLX posssnsiny
.’
A’ . :
: 0 xr X
Bl
a) b)
Hinh 1
Quy tac dat trong (ng méi s6 thyc x véi s6 thue sin.x
sin: R—-> R
X — y=sinx
duge goi 1a ham s6 sin, ki hiéu 1a y = sin.x.
Tap xdc dinh cia ham s6 sinla R,
b) Ham sé cosin
¥
Cos X ---------.M"
A’ | |
v‘ G | |
B}

a) b)
Hinh 2
Quy téc dat twong ing mébi s6 thuc x véi s6 thuc cos x
cos: R—-> R
X — Y =COSX

duogc goi 1a ham sé césin, ki hiéu 1a y = cosx (h.2).

Tap xdc dinh ctia ham s6 cosinla R.



2. Ham s& tang va ham s& cotang
a) Ham sé tang

Ham s6 tang 12 ham s6 dugc xdc dinh bdi cong thifc

sin x
y= (cosx#0),
cosx

ki hiéu la y = tanx.

Vi cos x # 0 khi va chi khi x # g + kn (k € Z) nén tip xdc dinh cta ham

s6 y=tanx la
D= R\{%+kn,ke£}.
b) Ham sé cétang

Ham s6 cdtang 1a ham s6 duoc xdc dinh bai cong thie

Cosx

y= (sinx # 0),

sin x
ki hiéu la y = cotx.

Vi sinx # 0 khi va chi khi x # kn (k € Z) nén tip xdc dinh cha ham sé
y = cotx la
D=R\{kn. ke Z).

ﬁ 2
Hay so sanh cac gia tri sinx va sin (—x), cosx va cos(—x).

NHAN XET |
Ham s6 y = sin x 1a ham sG I, ham s6 y = cos x 1a ham s6 chin,
tir d6 suy ra cdc ham s6 y = tan.x va y = cot x déu la nhimg ham s0 lé.

II - TINH TUAN HOAN CUA HAM SO LUONG GIAC

ﬁ 3
Tim nhiing s8 T sao cho fix + T) = f{ix) véi moi x thudc tap xé&c dinh clia cac ham sb sau :
a) fix) =sinx; b) fix) = tanx.



Ngudi ta ching minh duge rang 7 = 2n la s6 duong nho nhdt thod mén
dang thic

sinfx + T) = sinx, Yx € R (xem Bai doc thém).
Ham s6 y = sin x thod man déng thitc trén duoc goi 1a ham s6 tudn hoan véi
chu ki 2r.
Tuong tu, ham s6 y = cosx 1a him sé tudn hoan véi chu ki 2n.
Céc ham s6 y = tan x va y = cot x ciing 12 nhimg ham s6 tudn hoan, véi chu ki .

III - SUBIEN THIEN VA PO THI CUA HAM SO LUONG GIAC

s

Ham sd y =sinx

Tir dinh nghia ta thdy him sé y = sinx :

* Xacdinhvéimoix e R vi—-1<sinx<1;
e Lahamsdlé;

* La ham s6 tudn hoan véi chu ki 2.

Sau day, ta s& khao sit su bién thién cia ham s6 y = sin.x.
a) Su bién thién va do thi ham so y = sinx trén doan [0 ; «t]

. T
Xét cidc sﬁtht_l‘cxl,xz,tmngdéﬂﬂxl {:Izi: E.Dﬁt IB =T —'.H.'z. Ag = o —.1'].

Biéu dién chiing trén dudmg tron luong gide va xét sinx; twong ing (i = 1, 2, 3,4)

(h.3a).
sin 4 J"
1
B A, A~ o W
Slﬂ.‘(z : : :
s s s A, P .
h mAA L b OIN
ol *1 X3 n X3 X3 W x
2
B' a) b)
Hinh 3

Trén Hinh 3 ta thay, véi xq, x, wy y thudc doan [0 : g] Vil x; <.x; thi sin x| < sinx,.

oy m : .
Khi d6 x3, x4 thudoc doan [E - n} va x3 < x4 nhung sinx3 > sinxy.



Viy ham s6 y = sinx dong bién trén [0 : E] va nghich bién trén [g : rr].

Bang bién thién :

. 1
y=sinx 0/ \.0

D6 thi clia ham s6 y = sinx trén doan [0 ; 7] di qua céc diém (0 ; 0), (x; ; sin.xy),

(x5 ; SinXx,), [% : l), (xy 5 sinxg), (x4 5 sinxy), (m; 0) (h.3b).
CHU Y

Vi y = sinx 12 ham s& 1& nén 14y d6i xing d6 thi ham s6 trén
doan [0; nr] qua gbc toa dé O, ta duoc d6 thi ham s6 trén doan

[-m ; O].
D6 thi haim s6 y = sin x trén doan [-n ; nt] duoc biéu dién trén
Hinh 4. Vi
_____________ 1
e B
~Z :
-1 ' 0O = b3 x
.......... 2 i) N S
-1
Hinh 4

b) D6 thi ham s6 y =sinx trén R

Ham s6y = siﬁx 12 ham s8 tudn hoan chu ki 2t nén vdi moi x € R ta cé
sin(x + k2n) =sinx, ke Z.

Do d6, muén ¢é d6 thi him s6 y = sinx trén toan bo tap xdc dinh R, ta tinh

tién lién ti€p dé thi ham s6 trén doan [-= ; x] theo cdc vecto v = (2n;0)

vii =V = (-2m; 0), nghia la tinh tién song song véi truc hoanh timg doan

c6 do dai 2m.



Hinh 5 duéi day la d6 thi haim s6 y = sinx trén R.

2n

Hinh 5
c¢) Tap gia tri cia ham so y = sinx

Tir d6 thi ta thdy tap hop moi gid tri ciia him s6 y=sinx 1a doan [-1 ; 1].
Ta néi tdap gid tri cia ham s6 nay la [-1 ; 1].

Ham sé y = cosx

Tir dinh nghia ta thdy ham s6 y = cosx :

* Xacdinhvéimoixe R vi-1<cosx<1;
* La ham s6 chin ;

* La ham s6 tudn hoan véi chu ki 2.

Véimoi x € R ta c6 dang thirc
i[+3]
sin| x + — |=cosx.
2
Tir d6, bang céch tinh ti€n dé thi ham s6 y = sin x theo vecto & = (-—g ;0)

(sang trdi moOt doan c6 do dai bang g, song song véi truc hoanh), ta duoc do

thi ctia ham s6 y = cos x (h.6).

s /= COsS X
y y =sinx y
s 1 = / s
, \'*\ K i S 3 o] [l
-2 - S, 2 ’ . P T
’ ' © % AR \ i

2 .= -~ =10 & o
54 T g W, 2 3

=]

Hinh 6
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Tir 46 thi ctia ham s6 y = cosx trén Hinh 6, ta suy ra :
Ham s6 y = cos x dong bién trén doan [—r ; 0] va nghich bién trén doan [0 ; =].
Bang bién thién : '

X -1 0 m

y =Cosx 1
1/ \—1

Tap gid tri chaham s6 y = cosx 1a[-1; 1].

D6 thi clia cdc ham s6 y = cos x, y = sinx dugce goi chung 14 cac duong hinh sin.
Ham sO y=tanx

Tir dinh nghfa ta thdy ham s6 y = tan.x :

* Cé tap xdc dinh 1A D = R \ {gnm, ke z} ;

» La ham s6 1€ ;
* L4 ham s6 tudn hoan véi chu ki =,
Vi vy, dé xét su bién thién va v& d6 thi cha ham s6 y = tan x, ta chi cdn xét su

bién thién vi vé dé thi cia ham s@ nay trén nira khoang [D : g], sau d6 ldy dai
ximg qua gdc toa do O, ta duge d6 thi ham s trén khoang [—; : %) :
Cuéi ciing, do tinh tudn hoan véi chu ki  nén d6 thi ham s6 y = tan x trén D

thu dugc tir d6 thi ham s6 trén khoang (—~ 1;— : g] bédng céch tinh tién song

song v&i truc hoanh timg doan c6 dé dai bang .

a) Su bién thién va dé thi ham so y = tan x trén nua khnﬁng[ﬂ 4 %]
2 " T %
Tir biéu dién hinh hoc cta tan x (h.7a), véi x|, x; € |0} 5 )3 AM; = x;,

~ o S .
AM, = x,, AT1=tanx, AT2 =tanx,, ta thdy :

X ‘-E Xy = lanx; < tan x,.



Diéu d6 chimg to rang, ham s6 y = tan x ddng bién trén nira khoang [0 g g) .

'y 'y tﬂﬂg J"‘"
‘Tz tan Xy
B T, tan x,
-------------------- - - '
/ ) ; '
=
B:
a) b)
Hinh 7
Bang bién thién :
T n
X 0 — -
4 2

y=tanx /1
10

DéE vE& d6 thi ham s6 y = tan x trén nira khoang [0 : g] ta lam nhu sau :

Tinh gia tri cia ham s6 y = tan x tai mot s6 diém dic biét nhux =0, x = %,

x=—T£.x:-:—t-...-rﬁixﬁcdinhcécdiém{{];tanﬂ),[—E;tanzt-],(E;tanE),
4 3 6 6)" 4 4

(E;tanE],....Tacébéingsau:
3 3
T T m
" 016|423
y=tanx 0 -‘-? 1 3

D4 thi ham s6 y = tanx trén nita khoang ]iﬁ ; %] di qua cdc diém tim duoc.

11



Nhan xét ring khi x cang gin % thi dé thi ham s6 y = tanx cang gén
dudng thang x = g (h.7b).

b) Po thi ham sé y = tan x trén D

Vi y = tan x la ham s6 1é nén d6 thi ham
s6 cO thm d6i ximg la gdéc toa do O.
Ldy d6i ximg qua tam O d6 thi ham s6

y =tanx trén nira khoang [0 ;g), ta —t
dugc d6 thi ham s6 trén nira khoang
(5]

Tir d6, ta duoc do thi ham s6 y =tan x trén

khoing (-g ; -g—) Ta thdy trén khoang Hinh 8

S

nay, ham sé y = tanx déng bién (h.8).

Vi him s6 y = tanx tudn hodn véi chu ki 7t nén tinh tién dé thi ham s6 trén
khodng (—% ,%] song song v&i truc hoanh timg doan c6 do dai «, ta duoc
d6 thi ham s& y = tanx trén D (h.9).

)

¥y 1|.

—3n ! -n 0o I T 3n x
2 2 4 2
’ (
Hinh 9

* Tap gid tri chia ham s6 y = tanx 12 khoang (- ; +%0).

12



Ham sd y = cotx

Tur dinh nghia ta thdy ham s6 y = cotx :
*CotapxdacdinhlaD =R \{kn, ke Z} ;
¢ La ham sé 1é ;

* La ham s6 tudn hoan véi chu ki «.

Sau ddy, ta xét sy bién thién va d6 thi ciia ham s6 y = cotx trén khoang (0 ; 1),
roi tir d6 suy ra dé thi cia ham s6 trén D,

a) Su bién thién va dé thi ham so y = cotx trén khodng (0 ; m)
Vi hai s6 x) va x; saocho 0 <x; <xy;<m tacd 0 < xy — x; < . Do d6

COs X COSI2
CUT.I] ‘"C'Dt..l'z = — =
sin xy Sin .Tz

sinxz COS Y| — COS X5 Sin Xy

sin xj sin x,

sin(xs — x
e e (% . 0
sin x| sin x,

hay cotx; > cot x,.

Vay ham s6 y = cotx nghich bién trén khoang (0 ; ).
Bang bién thién :

Va I

m '

L 0 — '

2 % :

00 :

¥ =Cotx \‘U E

Hinh 10 biéu dién d8 thi ham s6 y = cot x :

trén khodang (0 ; ). :
Hinh 10

13
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b) D6 thi ciia ham s6 y = cot x trén D
D6 thi haim s6 y = cotx trén D dugc biéu dién trén Hinh 11.

: : d : :\
1 i I i
1 ! ! f
2n 3rN\ * N\ 0| = LN
b2 : : # P2 :
i 1 1 1
: , ! :
: | : !
\: : : !
Hinh 11

* Téap gid tri cia ham s6 y = cotx la khoang (- ; +»).

BAI POC THEM

HAM SO TUAN HOAN

| — DINH NGHIA VA Vi DU

1. Binh nghia
Ham s6 y = flx) c6 tap xac dinh D dugc goi 14 ham sé tudn hoan,
néu t8n tai mot s T = 0 sao cho véi moi x e Dtach :
a)x-TeDvax+TeD,

b) flx + T) = flx).
S8 T duong nhd nhét thod méan cac tinh chét trén dugc goi la chu ki
clia ham s8 tudn hoan do.

2. Vi dy

Vi dy 1. Ham s8 hing fix) = ¢ (c |a hang s6) 14 mét ham s6 tudn hoan.
V6i moi s6 duong T ta déu c6 flx + T) = flx) = c. Tuy nhién khéng c6 s6 duong T
nhé nh&t thoa man dinh nghia nén ham s& tuén hoan nay khéng ¢6 chu ki.



Vi dy 2. Ham phén nguyén y = [x] da dugc néu trong Dai s6 10.
Ta xét ham y = {x} xac dinh bdi : {x} = x — [x]. N6 dudc goi |4 ham phén 18 cla x.
Ching han, {4,3)=43-4=073;
{43} =-43-(-5)=0,7.
Ta chimmg t6 ham y = {x} |a ham tudn hoan véi chu ki 12 1.
Thatvay, {x+1)=x+1-[x+1]=x+1-[x]-1=x-[x]={x].

D6 thi clia ham s8 y = {x} dugc biéu dién trén Hinh 12. Nhin vao dé thi ta thay
ham s& cb chu ki bang 1.

e e ——— g - -

.l

Hinh 12
3. D4 thj cia ham s6 tudn hoan
Gia slr y = f(x) 1a mét ham s& xéc dinh trén D va tudn hoan vai chu ki T,

Xéthaidoan X =[a;a+T]vaXs=[a+T;a+2T)vbia e D.

Goi (Cy) va (Cy) Ian lugt 12 phén cla @6 thi ing véi x € X; va x € X, ta tim méi
lién hé gilra (C,) va (C,) (h.13).

______

" e T

-
o

a+2T x

e i e ol i Sl

1
1
i
i
i
L
I
'
'
l
L
i
]

l-.i

Hinh 13
L&y x bat ki thudc X) thixg + T € X,.

15
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Xét hai diém M, va M, lan luot thudc (C ) va (C,), trong dé
X, =X
My(xysypvei {00
»=fx):
Xy =Xg+T

M5 (x5 5 ¥4) VOI
- {y2=f{xn+?’)=f(.rﬂ}.

Tacod MM, =(xy—-x;;y;—y)) =(T;0)= ¥ (Vkhéng di).

Suy ra M, |2 &nh clia M trong phép tinh tién theo vecto V. Vay "(C,) 1a anh cla
(C,) trong phép tinh tién theo vecta v".

Tir d6, muén vé do thi ciia ham sé tudn hoan chu ki T, ta chi cdn vé dé thi ca ham s6
nay trén doan [« ; a + T}, sau dé thuc hién 14n lugt cac phép tinh tién theo cac vectd
v, 2V, .., vacacvectd —v, —2¥, ... ta dugc toan bd dé thi clia ham s6.

Il - TINH TUAN HOAN CUA HAM SO LUONG GIAC
1. Tinh tudn hoan va chu ki cla cdc ham s6 y = sinx va y = cosx

PINH Li 1

Cac ham s6 y = sinx va y = cos.x 1a nhiing ham sé tudn hoan véi
chu ki 2n.

Chung minh. Ta ching minh cho ham s6 y = sinx (trudng hdp ham s6 y = cos x
dudc ching minh tuong tu).

Ham s& y = sinx cb tap xac dinh 1a R va vdi moi s6 thuc x ta cb
x-2ne R,x+2ne R, (1)
sin(x + 27) = sinx. (2)

Vay y = sin.x la ham s& tudn hoan. Ta chimg minh 2r la s6 duong nho nhét thoa
man cac tinh chat (1) va (2).

Gidslfcos8Tsaocho0<T <2xvasin(x+T)=sinx, Vxe K.

Chon x = i;— , ta dugc

sin[E+TJ= sinE =1 cosT=1.
2 2

Diéu nay trai gia thiét 0 < T < 2.

Vay 2r 1a s6 duong nhd nhat thod man tinh chét (2), nghia la 2 1a chu ki cla
ham sd y = sinx. &
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2. Tinh tudn hoan va chu ki cia cadc ham s& y = tanx va y = cot x

DINH Li 2

Céac ham s6 y = tanx va y = cotx |a nhitng ham s tudn hoan véi
chu ki m.

Chung minh. Ta chiing minh cho ham s8 y = tan x, (trudng hgp ham s6 y = cot x
dudc chitng minh tuong tu).

Ham s6 y = tanx cb tap xac dinh D = R \ {%Hm. ke E}.

VéimoixeDtacOx—neDvax+neD,tan(x + 1) = tan x.

Véy y =tan xla ham s6 tudn hoan. Ta chig minh  la chu ki clia ham sé nay.
Giasticos6Tsaocho0<T <nvatan(x +T) =tanx, Vx e D.
Chonx=0thixe Dvatan(0+7T)=tan0=0.

Nhung tan @ = 0 khiva chikhi @ =kn, k € Z,do @6 phdic6 T =kr, k ¢ Z . Diéu
nay mau thuln véi gia thiét 0 < T < =.

Vaychukiclahamsfy=tanxla r. =

Bdi tép
Hidy xdc dinh cdc gid tri cha x trén doan [mn : 3?11 d€ ham s6 y = tanx .
a) Nhan gia tri bing 0 ; b) Nhan gi4 tri bing 1 ;
c) Nhan gia tri duong ; d) Nhan gia tri am.
Tim tap xdc dinh cia cdc him sé :
a)y = l-r.cosx; b) y=\P+cosx;
sin x 1 —cosx
T n
c)y= tan[,r——) 3 d)y= cot(.t+—).
o 17 6

Dua vio d6 thi ciia ham s6 y = sinx, hiy v& d6 thi clia ham s6 y = |sin x].

Chitng minh rang sin 2(x + k) = sin 2x v6i moi s6 nguyén k. Tir d6 vé dé thi
ham s6 y = sin 2x.

17



— % ol atn 1
Dua vao dé thi ham s6 y = cos x, tim cdc gi4 tri ciia x dé cosx = E

Dua vao d6 thi him s6 y = sin x, tim céc khoang gid tri ca x dé ham s6 d6
nhan gia tri duong.

Dua vio d6 thi haim s6 v = cos.x, tim cdc khoang gi4 tri cia x dé ham s8 do
nhén gid tri am. .

Tim gid tri 16n nhét coa cdc ham so :

a)y= 2vcosx +1;

b) y=3-2sinx.



