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PAI CUONG VE ?
PUONG THANG VA MAT PHANG

1. M3 ddu vé hinh hoc khdng gian
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Trong chuong trinh hinh hoc 16p 10 va chuong I ctia 16p 11, ta chi néi dén
nhitng hinh trong mat phiang nhu : tam gidc, dudng tron, vecto, ... Chiing
dugc goi 1a nhitng hinh phdng. Nhung xung quanh ching ta cdn c6 céc
hinh khéng nidm trong mit phing nhu : cay bit chi (h.28), quyén sich
(h.29), qua béng (h.30), ngéi nha (h.31), ...

Hinh 28 Hinh 29 Hinh 30 Hinh 31

Mén hoc nghién citu cdc tinh chdt cia nhitng hinh cé thé khéng ciing ndm
trong mét mdt phdng goi la Hinh hoc khong gian.

Mat phing

Trang gidy, mit bang den, mat tudng 16p hoc, mit hé lang gié, mit ban, tim
guong phing, ... cho ta hinh 4anh mot phin mat phiang trong khong gian.

Ngudi ta thuong biéu dién mot mat phing
bing mét hinh binh hanh (h.32) va ding mot
chir cdi dat trong d&u ngoac ( ) dé dat tén cho /{ /
mat phing dy. Vi du : mat phing (P), mat

phing (Q), mat phing (), mat phing (/) ...
va viét tit 12 mp(P), mp(Q), mp(a), mp(p) ... hoac (P), (Q), (a), (f) ...

Hinh 32

Piém thudc mat phing

Ta biét ring khi cho diém A va dudng thing a thi hodc diém A thudc dudng
thing a, hoac diém A khéng thudc dudng thing a.

Tuong tu nhu vay, véi mot diém A va mot mat phﬁng (P), ciing c6 hai kha
nang xay ra :



— Hoiic diém A thudc mp(P), khi d6 ta ki hieu A € mp(P) hay A € (P).

— Hoic diém A khéng thudc mp(P), ta con néi diém A & ngoai mp(P) va ki
hiéu A € mp(P) hay A g (P).

Iﬂ] Hay quan sdt hinh 33. Xem mat ban la mot B _F
phdn cua mdt phang (P). Trong cdc diém

A B C,D, E F, G H,IK,L, diém nao -
thuéc mdt phdang (P) va diém nao khong 4 A B
thuéc mdt phdng (P) ?

Khi diém A thuéc mat phing (P), ta con
néi : "diém A ndam trén mdt phang (P)"
hay "diém A ndm trong mdt phdng (P)", H I
hodc con néi "mdt phdng (P) di qua diém Hinh 33

A" hay "mdt phang (P) chita diém A".

Hinh biéu dién cia mot hinh trong khong gian

Hinh l1ap phuong la hinh nam trong khong gian, né c6 sdu mat 1 hinh
vudng. Hinh tf dién ciing 12 hinh ndm trong khong gian, n6 c¢6 bén mat la
tam gidc. D& dé hinh dung, ngudi ta tim cdch v& chiing thanh nhimg hinh
phing, goi 12 hinh biéu dién clia cdc hinh khong gian doé.

- - -

Hai hinh biéu dién ciia hinh Idp phuong Hai hinh biéu dién ciia hinh tit dién
Hinh 34 Hinh 35
Hinh lap phuong, hinh tit dién khong phai 1 nhiing hinh phing nhung cic
hinh biéu dién cia chiing dugc vé trén mat phing. Tuy thé, cdc hinh biéu
dién ciing tao cho chiing ta cam gidc nhu dang nhin thiy hinh lap phuong,
hinh tif dién.

D& vé hinh biéu dién cua mot hinh trong khong gian, ngudi ta dua ra nhitng
quy tic thuong duge dp dung nhu :

— Puomg thdng dwoc biéu dién boi duong thang. Poan thang dugc biéu
dién bdi doan thdng.
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— Hai dwong thdang song song (hodc cdt nhau) duge biéu dién bdi hai
diwong thang song song (hodc cdt nhau).

— Diém A thuéc duong thang a duoc biéu dién bdi mét diém A’ thuée
duwong thang a’, trong dé a’ biéu dién cho duong thdng a.

— Diing nét vé lién (—) dé biéu dién cho nhitng dwong trong thdy va ding
nét diit doan (- - -) dé biéu dién cho nhitng duong bi khudt.

Céc quy tac khdc, chiing ta sé dugc hoc sau.

1

V& hinh biéu dién clia mp(P) va mét dudng thang a xuyén qua né.

2

Vé mot sé hinh biéu dién cla hinh ti dién. C6 thé vé hinh biéu dién cia hinh t&
dién ma khéng c6 nét dit doan nao hay khong 7

2. Céac tinh chat thira nhan cta hinh hoc khdng gian
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Do thyc tién, kinh nghiém va quan sét, ngudi ta thira nhin mot so tinh chét
sau day cua hinh hoc khong gian.

Tinh chat thira nhan 1

Cé mot va chi mor duong thing di qua hai diém phan biét
cho truoc.

Nhu véy, hai diém phan biét A, B xdc dinh duy nhit mét dudng thing.
Duong thing d6 duogc ki hiéu 12 dudng thing AB hoic ngin gon 12 AB.

Tinh chat thira nhan 2

C6 mot va chi mot mdt phdang di qua ba diém khéng thdng
hang cho trudc.

Nhu vay, ba diém khong thing hang A, B, C x4c dinh duy nhit mot mat
phéng. Mat phing dé dugc ki hiéu 1a mat phing (ABC) hay mp(ABC) hay
ngan gon la (ABC).

Trong thuc t€, kiéng ba chan hodc cédc gid do ba chan khi dat trén mat dit
khong bi cap kénh vi theo tinh chat thira nhan 2, ba diém khong thang hang
nio ciing xdc dinh mot mat phang.



Kiéng ba chdn Gid dd ba chdn
Hinh 36 Hinh 37

Tinh chat thira nhan 3

[ Ton tai bon diém khéng ciing nam trén mot mdt phdng. ]

Né&u ¢6 nhiéu diém thuéc mot mat phing thi ta néi ring cac diém dé déng
phdng, con néu khong c6 mat phang nao chia céc diém d6 thi ta n6i ring
ching khéng dong phdng.

Nhur vay, tinh chét thira nhan 3 c6 thé dugc phat bi€u nhu sau : Tén tai bon
diém khéng dong phdng.

3
Gia sif (P) la mot mat phing nao dé. Chitng minh réng cé it nhat mot diém khéng
thuéc mp(P).

Tinh chat thira nhan 4

Néu hai mdt phdng phdn biét ¢c6 mot diém chung thi chiing
c6 mot duomg thang chung duy nhdt chita tdt cd cde diém
chung ctia hai mat phang dé.

Gia str (P) va (Q) 1a hai mat phiang phan biét ¢6 diém chung A. Theo tinh
chit thira nhan 4 thi (P) va (Q) ¢6 dudng thing chung duy nhit a di qua
diém A. Puong thing a d6 dugc goi 1a giao tuyén ciia hai mdt phdng (P)
va (Q), con néi hai mat phing (P) va (Q) cdt nhau theo giao tuyén a, ki
hiéu a = (P) N (Q).
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Quyén va ghi bai dang ¢ trudc mdt cdc em (h.38). Hai bia

vd la hinh dnh cia hai mdt phdng phdn biét. Vay giao tuyén
cua chung la gi ?

Tinh chat thira nhan 5 38

Trong méi mdt phdng, cdc két qud da biét cua hinh hoc
phdng déu ding.

Ta s thdy ring trong khong gian c¢6 nhiéu mat phéng khdc nhau. Tinh chat
thira nhan 5 khing dinh ring trong bat ki mit phing nao, ta déu c6 thé dp
dung céc két qua cta hinh hoc phing.

Trén day la cdc tinh chat dugc thira nhan ma khong ching minh. Ti€p theo
1a vi du vé mot dinh i dugc chiing minh dua vio moét s6 tinh chat dé.

DINH Li

Néu mot duomg thang di qua hai diém phdn biét cia mot
mdt phdng thi moi diém cia duong thdng déu ndm trong
mdt phdng dé.

Chitng minh. Gia sit A va B 1a hai diém phan biét ciia mat phing (P), A la
dudng thing di qua A va B,

Theo tinh chdt thira nhan 5, trong mat phang (P) c6 mot dudng thing A' di
qua A va B. Theo tinh chat thira nhan 1 thi A tring vé6i A, do d6 A nim
trong mp(P). O
Néu duong thing a niim trong mit phéing (P) thi ta con néi a ndm trén (P),
hoédc (P) di qua a, hoidc (P) chita a va ki hiéu 1a a < (P), hoic (P) o a.

Muén xdc dinh giao tuyén ciia hai mdt phdng phdn biét thi ta phdi tim bao
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nhiéu diém chung cua chiing ?

)

Trong mp(P) cho t giac 16i ABCD cb cac canh AB va CD khéng song song ; ngoai
mp(P) cho mét diém S. Hay tim giao tuyén cla :

a) Hai mat phang (SAC) va (SBD) ;

b) Hai mat phang (SAB) va (SCD).



Vidul

Cho bon diém O, A, B, C, khong dong phdng. Trén cdc dudng thang OA,
OB, OC ldn luot ldy cde diém A’, B', C' khdc O sao cho cdc duong thdng
sau ddy cdt nhau : BC va B'C',CAva C'A’, ABva A'B".

a) Hay xdc dinh giao diém ciia méi duomg thang A'B’, B'C', C'A’ véi mp(ABC).
b) Chitng minh rdng cdc giao diém trén thang hang.

Giai (h.39)

a) Gia sir dudng thing A'B’ cét dudng
thing AB tai diém H. Khi d6 diém H
thudc ca hai duong thing A'B’ va AB.
Mat khéc, dudng thing AB nim trong
mp(ABC) nén H chinh la giao diém
clia dudmg thing A'B’ v6i mp(ABC).
Goi 7, J 14n luot 1a giao diém cua cdc
duong thing B'C’ va BC, C'A’ va CA
thi 7, J theo thi tu chinh 12 giao diém
cua B'C’, C'A’ v6i mp(ABC). "

b) Theo cau a), ta ¢c6 H, I, J lan luot
thuoc cdc dudng thing A'B’, B'C’,
C'’A” nén ching cung thudc
mp(A'B'C"). Mat khac H, I, J cung thuéc mp(ABC). Theo tinh chat thira
nhan 4, ba diém H, I, J thudc giao tuyén A cla hai mat phdng phan biét
(A'B'C") va (ABC) nén chiing phai thing hang. O

Hinh 39

& CHU Y 1
Qua vi du trén, ta thiy :
» Mudn tim giao diém cia dudng thing d véi mit phiang (P), ta
tim mot dudng thiang nao dé ndm trén (P) ma cét 4. Khi dé, giao
diém ctia hai dudng thing nay 1a giao diém cin tim.
e Mu6n ching minh cic diém thiang hang, ta c6 thé ching to
ring chiing 1a nhimg diém chung cla hai mat phang phan biét.

3. Diu kién xac dinh mit phing

Ta da biét ring : C6 mot va chi mot mat phang di qua ba diém khong thing
hang (tinh chat thira nhén 2) (h.40).
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Diéu nay ¢6 nghia la

Mgt mdt phang dugc xdc dinh néu biét né di qua ba diém
khong thang hang.

Mat khdc, n€u duong thing di qua hai diém phan biét ciia mot mat phéng
thi ndm trén mat phang dy. Tir d6 va tir diéu kién xdc dinh mat phing néi
trén, ta con suy ra (h.41, h.42) :

3
Mot mat phang duoe xdc dinh néu biét noé di qua mot duong
thang va mor diém khong thuéc duong thang dé.

7

o - ' a® i - - - Y
Mor mat phang duwoc xde dinh néu biét né di qua hai duong
thang cat nhau.

CREF A f

Hinh 40 Hinh 41 Hinh 42

-~

Ki hiéu

* Mit phang di qua dudng thing @ va diém A khong nam trén a duoc ki
hiéu la mp(a, A) hodc mp(A, a).

* Mat phang di qua hai dudng thing cét nhau a va b duge ki hiéu 1a mp(a, b).

4. Hinh chép va hinh t dién

Hinh chop
Céc kim tu thap Ai Cap la cong trinh kién tric hing vi da duoc xay dung
cich day gidn 4500 nam (h.43). Ching gém nhiéu hinh chép. Sau day
chuing ta sé néi vé hinh chép va cic tinh chit cta né.

Hinh 43. Kim e thdp Ai Cdp
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Trudc hét ta quy udc : Tl nay, khi néi dén "tam gidc", ta c6 thé hiéu la
hinh gém ba canh clia né hoic la hinh gém ba canh va cdc diém nim trong
tam gidc d6. Poi véi da gidc cling nhu the.

Pinh nghia

Cho da gidc A;A,...A, va mot diém S ndm ngoai mat phang chita da gidc d6.
NGi S v6i cac dinh A;, Ay, ..., A, dé dugc n tam gidc : SA|Ay, SArAs, ...,
SA, Ay.

Hinh gom n tam gidc dé va da gidc AjA,..A, goi la hinh
chép va dugc ki hiéu la S.A\A...A,.

Hinh 44
Diém § goi la dinh cua hinh chép. Pa gidc AjA,...A, goi la mdt ddy cuia
hinh chép. Cdc canh cia mat ddy goi la cdc canh ddy cla hinh chép. Cic
doan thang SA;. SA,. ... SA, goi la cic canh bén cua hinh chép. Mbi
tam gidc SAjAy. SArAz, ... SA,A; goi 1a mOt mdt bén cua hinh chop.
Néu ddy cua hinh choép la mot tam gidc, tr gidc, ngd gidc, ... thi hinh
chép tuong (ng goi la hinh chép tam
gidc, hinh chop ti gidc, hinh chop
ngu gidac (h.44), ...

5

a) Cb hinh chép nao ma s6 canh (canh bén va
canh day) clia nd la s6 1é khéng ? Taisao ?

b) Hinh chép ¢é 16 canh thi c6 bao nhiéu
mat ?

6

Cho hinh chép ti giac S.ABCD. Mot mat
phéng (P) cat cac canh SA, SB, SC, SD lan
lugt tai A', B', C', D".

Hinh 45
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Chifng minh réing cac dudng thdng A'C’, B'D’ va SO déng quy (O la giao diém cla
hai dudng chéo AC va BD cla day) (h.45).
Vidu 2

Cho hinh chép tit gidc S.ABCD véi hai duong thing AB va CD cdt nhau. Goi
A’ la mot diém ndm giita hai diém S va A. Hay tim cdc giao tuyén cia
mp(A'CD) véi cdc mdt phdng (ABCD), (SAB), (SBC), (SCD), (SDA).
Giai (h.46)
Cdch 1. Ap dung két qua ctia hoat dong 6
& trén, ta c6 mat phing (A'CD) cit céc
canh SA, SB, SC, SD lin luot tai A’, B’,
C, D thi B’ 1a giao diém ctia dudng thing
DI véi canh SB (& day I 12 giao diém clia
hai dudng thing SO va CA").
Tir d6 dé thdy :

(ABCD)N (A'CD)=CD ;

(SAB)n (A'CD)=A'B’;

(SBC) N (A'CD)=CB’";

(SCD) N (A'CD)=CD ;

(SDA) N (A'CD) = DA'". dowete
Cdch 2. Goi K 1a giao diém cua hai dudng thing AB va CD thi rd rang giao
tuyén cia mp(A'CD) va mp(SAB) la duong thang A’K. Khi 4y giao diém B’
ctia mp(A'CD) va canh bén SB clia hinh chép chinh 14 giao diém cua dudng

thing A’K va SB. Tir d6 ta tim ra cdc giao tuyén cta cdc mit phing chia
cdc mat con lai cua hinh chép véi mp(A'CD). O

&

CHUY 2

Tit gide A'B'CD ¢6 cic canh nidm trén nhitng giao tuyén clia mat
phing (A'CD) vé6i cdc mat cua hinh chép SABCD. Ti gidc dé
duoc goi 12 thiét dién (hay mdr cdr) cha hinh chép S.ABCD khi
cat boi mp(A'CD).

N6i mot cach don gian : Thiét dién (hay mdt cat) cha hinh S khi cit boi
mp(P) 1a phan chung coa mp(P) va hinh
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Khi xay dung moét ngdi nha, ché
tao mot ¢6 mdy, ..., dé thé hién
hinh dang bén trong cia ching,
nguol thi€t k€ da dung nhimg
mét phiang cit dé mo6 ta nhimg
thiét dién cta ching trén ban vé
(h.47).

Hinh 47. Thiét dién cua thdn mdy »
Hinh tir dién
Cho bon diém A, B, C, D khong déng phing. Hinh gém bén tam gidc ABC,
ACD, ABD va BCD goi la hinh tir dién (hay ngan gon 1a ti dién) va duoc
ki hiéu la ABCD. Cic diém A, B, C, D goi la cdc dinh cta ti dién. Cic
doan thing AB, BC, CD, DA, CA, BD goi 1a céc canh cia tit dién. Hai canh
khong c6 diém chung goi 1a hai canh déi dién. Cic tam giic ABC, ACD,
ABD, BCD goi la cdc madt cla tit dién. Dinh khong nam trén mot mat goi la
dinh doi dién véi mat do.

Mgt tie dién ABCD c6 thé coi la hinh chép tam gide bdng bao nhiéu cdch ?

Hay néi cu thé méi cdch.
Dac biét, hinh ti dién c6 bén mat 1a nhimng tam gidc déu duoc goi 1a hinh
tir dién déu.

@ Cdc canh cua hinh tit dién déu cé bang nhau hay khong ?

Céu hdi va badi tap
Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé nao ding ?
a) C6 duy nhat mot mat phang di qua ba diém cho truéc ;
b) C6 duy nhdt mot mat phang di qua ba diém khong thing hang cho trudc ;
c) Ba diém khong thing hang clng thudc mot mat phing duy nhit.
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10.

11.

50

Em hay giai thich vi sao cdc dé vat c6 bon chan nhu ban, ghé, ... thuong dé
bi cap kénh.

Vi mot cdi thude thing, 1am thé nao dé phat hién mot mat ban c¢6 phang
hay khong ? N6i ro can cir viao dau ma ta lam nhu vay.

Cho hai mat phing (P) va (Q) cit nhau theo giao tuyén A. Trén (P) cho
dudng thang a va trén (Q) cho dudng thang b. Chimg minh rang néu a va b
cit nhau thi giao di€ém phai nam trén A.

Cho mit phang (P) va ba diém khong thing hing A, B, C cing nam ngoai
(P). Chimg minh ring néu ba dudng thang AB, BC, CA déu cat mp(P) thi
céc giao diém d6 thing hang.

Trong cidc ménh dé sau day, ménh dé nao ding ?

a) C6 duy nhat mét mat phing di qua mot diém va mot dudng thang cho trudc ;
b) C6 duy nhit moét mat phang di qua mot diém va mot duong thang chia
diém d6 ;

¢) C6 duy nhit mot mat phing di qua mot diém va mot dudng thang khong
chira diém dé.

Hay tim ménh dé ding trong cac ménh dé sau day :

a) C6 mot mat phang duy nhit di qua hai dudng thing cho trudc ;

b) C6 mot mat phiang duy nhat di qua hai dudng thing cit nhau cho trudc ;
¢) C6 duy nhdt mot mat phang di qua hai dudng thing ma hai dudng thing
d6 lan luot ndm trén hai mat phéng cét nhau.

Cho hai duong thiang a va b cit nhau. Mot dudng thang ¢ cit ca a va b. C6
thé két luin ring ba dudng thing a, b, ¢ cing nim trong mot mat phang
hay khéng ?

Cho ba duong thing a, b, ¢ khéng cling ndm trong mot mét phing sao cho
ching d6i mot céit nhau. Chimg minh rang ching déng quy.

Cho hai duong thiang a va b cit nhau tai diém O va dudng thing ¢ cat
mp(a, b) & diém 7 khdc 0. Goi M la diém di dong trén ¢ va khédc /. Ching
minh ring giao tuyén clia cdc mat phiang (M, @), (M, b) nim trén mot mat
phang c6 dinh,

Cho hinh binh hanh ABCD nim trong mat phang (P) va mot diém S nam
ngoai mp(P). Goi M 1a diém nim gitta S va A ; N la diém nam giita S va B ;
giao diém cia hai dudng thing AC va BD 12 0.

4-HH11/NC - B



12.

13.

14.

15.

16.

a) Tim giao diém ctia mat phing (CMN) v6i duong thing SO.

b) Xdc dinh giao tuyén cta hai mét phang (SAD) va (CMN).

VE mot s6 hinh biéu dién cua mot hinh chép tif gidc trong céc trudng hop
ddy la ur gidc 16i, ddy 1a hinh binh hanh, ddy Ia hinh thang.

Thi€t dién cia mot hinh tir dién c6 thé 1a tam gidc, tir gidc hoac ngil gidc
hay khéng ?

Dung bia citng cét va ddn lai dé thanh :

a) Mot tit dién déu ;

b) Mot hinh chép tif gidc ¢6 ddy la hinh vudéng va cdc mat bén la nhimg
tam gidc déu.

Cho hinh chép tit gidc S.ABCD. Ba diém A’, B, C' lan luot ndm trén ba
canh SA, SB, SC nhung khoéng trung véi S, A, B, C. Xdc dinh thiét dién cta
hinh chép khi cat bai mp(A'B'C”).

Cho hinh chép S.ABCD. Goi M 1a mot diém nam trong tam gidc SCD.

a) Tim giao tuyén cua hai mat phing (SBM) va (SAC).

b) Tim giao diém cua dudng thing BM va mp(SAC).

c¢) Xdc dinh thiét dién cta hinh chép khi cit béi mp(ABM).



