huwong IV. GIOI HAN

§1. Gi6i han cua day sé

A. KIEN THUC CAN NHG
1. Gidi han hiru han

e lim u, = 0 khi va chi khi lu,| ¢6 thé nhd hon mot s6 duong bé tuy v, ké
=+

tr mot s6 hang nao dé tro di.
e limv,=a<< lim(, —a)=0.
n—ytea n—+eo

2. Gidi han vo cuc

e lim u, = 4o khi va chi khi u, ¢6 thé 16n hon mot s6 duong 16n tuy ¥,
N—y+oo

ké tir mot s6 hang nao do trd di.
o lim u, = - & lim (—u,) = +eo.

—3te fi—tea

> Luu y: Thaycho lim u, =a, lim u, = foo, tavittat limu, = a, limu, = teo,

T— i —34oo

3. Cac gidi han dac biét

- ;4 _ : :
a) llﬂ’l; =) } llmT =1) 3 limn® = +oo, véi k nguyén duong.
n
b) limg" =0 néulgl<l1; limg" =+ néu g > 1.

¢) lime = ¢ (¢ 12 hiang s6).

4. Dinh li vé gidi han hiru han
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a) Néu limu, = a va limv, = b, thi:

e lim(u, +v,)=a+b; e lim(u, —v,)=a—b;

i . U o i
o limu,v, =ab ; * llmvi =7 (néu b # 0).

n

b) Néu u,, = 0 véi moi n valimu, = a, thi a=0 va lim\/uj =a.
5. Binh li lién hé gitra gidi han hiru han va gidi han vé cuc

: R N
a) Néu limu, = a va limy, = tee thi lim-—* =0,

bl
‘H’

e 5 " ik ; o s M

b) Néu limu, =a >0, limv, =0va v, > 0 v6i moi n thi lim—" = +ee,
"!
H

c) Néu limu, =+ va limv, = a >0 thi limu,v, = +eo.
6. Cap so nhan lti vé han

e Cdp s6 nhan liii vo han 1 cap s6 nhan vo han ¢6 cong boi g thod mén |¢| < 1.

» Cong thifc tinh tong S cha cép s6 nhéan 1ui vo han (i)

I

S:H|+H1+Hg+...+””+...:1 :
2 —q

B. Vi DU

e Vidul

Cho day s6 (u,) v6ilimu, = 1. Ching minh ring, ké tir s6 hang nao dé

tro di, tat cd cdc sO hang cua (u,) déu nam trong khoang :
a) (09:1,1): b) (0,99 ; 1,01).

Giai
limu, =1 < lim(u, —1)=0. Do dé, |u, — 1| ¢ thé nho hon mot s6
duong bé tuy ¥, ké tit mot s6 hang nao do trd di.
1,1-0.9

—————— ). tacéh:

a) Lay s6 duong nay 14 0,1 (bang 5
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lu, = 11<0,1 & -0,1<u,-1<0,1 <09 <u,<1,1 ké tir mot s6 hang

nao dé tro di.

N6i cich khic, tit ca cdc s6 hang cta diy (u,), ké tir mot s6 hang nao dé

tro di, déu nam trong khoang (0,9 ; 1,1).

1,01 -0,99
2

lu,, — 11 < 0,01 & 0,01 <u,—1<0,01 < 0,99 <u, < 1,01 ké tir mot s6
hang nao do tra di.

r

b) Lay s6 duwong nay la 0,01 (bang ), ta co :

N6i cdch khdc, tat ca cdc s6 hang cua day (u,), ké tir mot s6 hang nao dé
trd di, déu nam trong khoang (0,99 ; 1,01).

eVidu?2
Gl e § 50 i S ; 4 ; .
Biét day so (u,) thoa man |uﬂ| < vl moi #. Chung minh rang
limu, =0.
Giai
1 1
n+1 - . n+1 .on p2 .
baty, = ——. Ta ¢6 limy, =lim—— = lim i =0. Do do, |v,|cé
n n" I

thé nho hon mot sé duong bé tuy v ké tir mot s6 hang niao do trodi. (1)
Mt khdc, theo gid thiét ta ¢6 |u,| < v, <|v,|. (2)
Tir (1) va (2) suy ra |u,| c6 thé nho hon mot s6 duong bé tuy ¥ ké tir mot s6

hang nao do tro di, nghia la limu, = 0.

eVidu3

i i . y o 2 i ] o 2 5
Cho biét day s6 (u,) thoa man u, > n~ v61 moi n. Chiing minh rang
limu, = +oo.

Giai
limn® = 4oo (gid1 han dic biét), nén n* ¢6 thé 16n hon mot s0 duong
16n tuy ¥, ké tir mot s6 hang nao do tro di.

E
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Mat khdc, theo gia thiét u, > n” v6i moi n, nén i, cling ¢6 thé 16n hon mot
s6 duong 16n tuy ¥, ké tir mot s6 hang nao dé trd di. Vay limu, = 4o,

> Nhan xét : Trong cac vi du trén, ta da van dung truc tiép cac dinh nghia vé gidi
han cla day sé.

e Vidu4
L a .,
Tinh lim———— .
3+ 2n°
Gidi
1 1
4n* —n—1 R 3B
Ta c6 1im—2=1im—”=2.
3+ 2n _'3_'_+2
2
L
o Vidus
3
Tinh “mv'Bn +12+”'.
1-2n
Giai
1 1 1 |
er m|3+— +n 5 3+—1+;
lim~— "%~ im N lim . = 0.
1 —2n~° 1 —2n° i_z
2
e Vidut
Tinh 1im(n2— - ]
n+1
Giai
1+1 2
lim| n~ — = o _Z—Iim N = +oo
n+1) n+l 11
s on
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e Vidu7

Tinh ]im(-n'2 + nyn +1).

Giai
i 2 . 5 | 1
lim(—n~ + !‘N'r; + 1) =lm(-n~)| 1 —,[— —— | = —==.
1’1 ﬁl"
e Vidus
Tinh ]im(\/nz +n=n? -1 ]
Giai

(an + A —\/n2 - l)(\/f.i2 =4 an —_ l]

l I
nll+—
n+l ( n) HL; 1

=lim =lim =lim =—

2 2 A
4 n+\n® -1 11\/1+l+u\/1—% \/l+l+\/1-i2
n n n n

Luu y : Khi gidi bai toan & Vi du 7, ta da bién déi vé dang co6 thé ap dung hai tinh

]im(\/rf2 + 1 _\/”2 - l] = lim

chét sau :
o limu, =+ & lim(—u,) = —oo. (1)
e Néu limu, = +eo va limvy, = a > 0 thi limu,v, = +oe. (2)

Tuy nhién, nhiing bién ddi trén khéng cén thich hop véi Vi du 8. Qua thuc,
néu lam tuong tu nhu vay ta sé co :

1im(\/rf2 i -2 —1) - ]im[n\/] +;_1; -nJl -iz]
Il

. limn'[\jH—l -\/1 ——17]
n n-

Vi lim[‘jl + L — \/] - —I—J = (), nén khéng thé ap dung tinh chat (2) & trén.

2
n n
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> Nhan xét : Pé tim qidi han clia mét day sé ta thudng dua vé cac gidi han dang dac
biét va ap dung cac dinh li vé gidi han hifu han hoac cac dinh li vé gidi han
v cuc.
Dé c6 thé ap dung dudc cac dinh Ii néi trén, théng thudng ta phai thuc hién
mot vai bién ddi biéu thic xac dinh day s6 da cho. Sau day 1a vai ggi y bién
déi, co thé van dung tuy theo ting trudng hop :
— Né&u biéu thirc c6 dang phan thirc ma mau va tir déu chlra cac Iuy thira
ciia n, thi chia tir va mau cho n*, véi k 12 s6 mii cao nhat.
— Néu biéu thirc da cho c¢b chita n dudi ddu can, thi c6 thé nhan tl sé va
mau sé vdi cing mdt biéu thic lién hdp.

o Vidu?9

; 2 . |H1 = VE
Cho day so (u,) xdc dinh boi

Upyy = 2+u” viin=l.

Biét (u,)) ¢o gidi han hitu han khi 7 — +eo, hay tim gi6i han dé.

Giai
bit limu, = a. Taco

Hypy =2 +u, = limu, ; =lim2 +u,

=> a=+2+a :>a2—a—2={]:>a=—lhnf_1ca=2.
Viu,>0nén limu, =a = 0. Vaylimu, = 2.

Luu y : Trong loi giai trén, ta da ap dung tinh chat sau day.

MW T s P LT R |
Néu limu, = a thi limu,,, =a".

Ban doc ¢6 thé chiing minh tinh chét nay bang dinh nghia.

o Vidu 10

Cho day s6 (u,,) xdc dinh bai cong thide truy hoi

|
H'E;'E
1

Upst =7 ¥oin2l.

L.‘—M!n

Day s6 (u,) ¢6 gidi han hay khong khi n — +ee ?
Néu ¢6, hay tim giGi han do.
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Giai
2 3

A
Tacéu,:E;u3:¥;u3=Z;H4=

| B

. Tt d6 d dodn u,, = (1)

n+1
Ching minh du dodn trén bang quy nap :
- T e
-Voin=1,tacou = 512 (ding).
sn o ; . - — k
— Gia sur dang thie (1) ding véin=k (k2 1), nghia la u, = P

, 1 1 k+1 I o~
Khi do ta ¢6 up ;= T S nghia la dang thac (1)

k
j I I
k+1
cing ding véin =k + 1.
- n :i:
- Viy u, zm'ﬂ’n‘e N*,

n : 1
= lim—— = 1.
n+1 |
1+ —
i

Tur do ta co limu, = lim

Nhan xét : D& tim gidi han cla day sé cho bang cong thirc truy héi ta co thé tim
cong thirc téng quat, cho phép tinh u,, theo n, bang céach du doan céng
thitc nay, va chitng minh du doan bang quy nap. Sau dé, tim gi6i han
clia (u,) qua céng thirc téng quat.

e Vidull

Ty Se oyEa T,

B 3

Giai

Day s6 vo han 2,— \5, 1; —%, %, ... 1a mot cip s6 nhin véi cong boi

= % < 1 nén day s6 nay la mot cip s6 nhan lai vo han,
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11 ) 22

3 oG Ty T T, O T, B O O A = :
V22 (s L 2+

V2

o Vidu I2

Tim dang khai trién cla c¢dp s6 nhan Iui vo han (v,), biétl tong cua né
bang 32 va v, = 8.

Giai

Tir gia thiét suy ra %q: 32. Mit khic, v, =vig=8=v, = %

) ) 8 2 1
Thé vao dang thic trén ta ¢c6 : =324 —-4dg+1=0g=—=.
e d1—q) T 2
s ” =2 1 1
Tedév,=v,q “= 8_2”_2 = =t
Vay dang khai trién cua (v,) 1a: 16, 8,4, 2, 1, % ,,,,, —2"1_5 :
o Vidul3

Viét s6 thap phan vo han tuin hoan sau diay dudi dang phén s6 hitu ti
a=2,131313... (chu ki 13).

Gidi

13
a=2,131313...=2+£+1—i+..,+£-+..,=2+—~1-g[—}—
100 100 100" I
100

13 211

A g g

(Vi s D » £ ;... 12 MOt cap s6 nhan lui vﬁhan.cﬁngb@iq:-—-!-}.

1{’]{]’1{]02’ H‘I[}Dn 100
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» Nhéan xét : — Cach tinh téng clia mét cap s nhan Igi vé han : Nhan dang xem day
s6 da cho cé phai la mot cap sé nhan 10i vé han khéng (néu diéu nay chua
dudc néu Ién trong gia thiét cla bai toan). Sau d6, ap dung céng thirc tinh
téng da biét trong SGK.

— Cach tim cép sd nhén lui vo han khi biét mét sé diéu kién : Dung cdng
thirc tinh tdng dé tim cong bdi va sé hang dau.

— Cach viét mét sé thap phan vé han tuan hoan dudi dang phan sé hitu ti :
Khai trién s& da cho dudi dang téng clia mét cdp s6 nhan IUi vé han va tinh
téng nay.

C. BAI TAP

1.1. Bi¢t rang day s6 (u,) c6 gidi han la 0. Giai thich vi sao day s6 (v,) véi
v, = lu,| cling c6 gidi han 1a 0. Chiéu ngugc lai ¢6 ding khong ?
1.2. Vi sao diy s6 (u,,) v6i i, = (=1)" khong thé ¢6 gidi han 12 0 khi n — +e ?

1.3. Cho biét day s6 (u,) c6 gidi han hiru han, con day sé (v,) khong cé gidi

han hitu han. Day s6 (u, + v,) c6 thé ¢6 gidi han hiru han khong ?
1.4. a) Cho hai day so (u,) va (v,). Biét limu, = —e va v, < u, v6i moi n. Co

két ludn gi vé gidi han cta day (v,) khi n — +eo ?

b) Tim limv, véiv, =-n!.

1.5. Tinh giéi han clia cic diy s6 ¢6 s6 hang téng quit sau day, khi n — +oe,

2n-3n +1 3’ -5+ 1
a) a, = 5. 3 b) b, = - :
n +n n-+4
B 2
T 2n\n : 8 d =@ (n: gl
n- o+ 2n—1 | —dn
i
] 2 2
e) H”=2n+‘_; b LJFI={_“£] Vol
H b 411
3 _ 4" 4] Nn? +n—1-Van? -2
g, S hyv, = )
2.4% 427 n+3



1.6. Tinh cac gi6i han sau :

a) lim(n + 2n -5) : b) lim(=n"> — 30> —2) ;

&9 i [4” + (-2)”} ; d) lim n(\/ﬂz LAl 2].

1.7. Cho hai day s6 (u,) va (v,). Ching minh rang néu limv, =0 va

u, | = Vi

véi moi . thi limu, = 0.
1.8. Biét |u, — 2| < L C6 két luan gi vé giGi han cia day so (u,,) ?
3.?']'

1.9. Diung két qua ciu 1.7 dé tinh gidi han cta cdc day s ¢6 s6 hang téng quat
nhu sau :
2 - n(-1)"

1 {_l]”
Ay, =—: blu, = ——; >
. " o

C2n—17
d)u, =(0,99)" cosn; e)u,=5"-cosvnm

clu, =

1.10. Cho day s6 (u,) xdc dinh boi cong thitc truy hoi
u =2

u, +1

.. o
U= voin 2 1.

Chitng minh rang (u,) c6 gidi han hitu han khi n — +e. Tim gidi han dé.
s m % g s O B 3 e
1.11. Tinh tong cua cdp s6 nhan lui vo han 1,— S g |y -
1.12. Tinh téng S = 1 + 0,9 + (0,9)% + (0,9)° + ... + (0,9)" ' + ...
1.13. Tim s6 hang tong quat cua cAp s6 nhéan 1ai vo han c6 téng bang 3 va cong

bol g =

| 2

1.14. Cho day s6 (b,,) c6 s6 hang tong quét l1a b, = sinr + sin“e + ... + sin" o
Vi o0 g+ kr. Tim giGi han ca (b,).
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1.15. Cho s6 thip phan vé han tuan hoan a = 34,121212... (chu ki la 12). Hay
viét @ dudi dang mot phan so.

1.16. Gia s ABC la tam gidc vuong cén tai A véi do dai canh goc vuong bang 1.
Ta tao ra ciac hinh vudng theo cic budc sau day :

— Budge 1 : Dung hinh vuéng mau xdm c¢6 mot dinh 1a A, ba dinh con lai la
cic trung diém cua ba canh AB, BC va AC (H.1). Ki hiéu hinh vuong nay
la (1).

A
Hinh 1 Hinh 2 Hinh 3

— Budce 2 : VGi 2 tam gide vuong cdn mau tring con lai nhu trong hinh 1,
ta lai tao duge 2 hinh vuoéng mau xdm khdc theo ciach trén, ki hiéu 1a (2)
(H.2).

— Buode 3 ; Véi 4 tam gide vuoéng can mau tring nhu trong hinh 2, ta lai tao
duoce 4 hinh vuéng méi mau xam theo cach trén (H.3).

— Bude thir n - O budc nay ta c6 2""! hinh vuong mai mau xam duoc tao
thanh theo cdch trén, ki hiéu la (n).

a) Goi u, la tong dién tich cua tdt ca cic hinh vuéng mdi duoc tao thanh o

budc thit n. Ching minh ring u,, =

2n+] "

b) Goi S, la tong dién tich cia tit ca cdc hinh vuéng mau xdm cé duogc sau
n budc. Quan sdt hinh vé dé du dodn gidi han cua S, khi n — +e=. Chiing
minh du doian dé.
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