§ 4 | THE TiCH CUA KHOI DA DIEN

I - MUC TIEU

=

Lam cho hoc sinh hiéu dugc khai niém thé tich cna khéi da dién, cic cong
thitc tinh thé tich cia moét sé khai da dién don gian. Tir dé, hoc sinh c6 thé
van dung dé tinh thé tich cua cdc khoi da dién phic tap hon hodc dé gidi
mot s6 bai todn hinh hoc.

NHUNG PIEU CAN LUU Y
Li thuyét vé thé tich cta cdc khéi da dién kha phic tap, khong thé trinh

bay mot cdich chit ché va diy di cho hoc sinh phé thong.

Sau day chiing toi xin trinh bay so luge vé 1i thuyét do :

a) Dinh nghia. Goi Q 14 tap hop cic khoi da dién trong khong gian. Ham so
V:Q — R dugc goi la ham thé tich néu né thoi min cdc tinh chat sau day :
i) Vai moi khoi da dién o4 ta c6 V(=#4) > 0.

ii) Néu hai khéi da dién =4 va =4 bang nhau thi V(=) = V(=A47).

iii) Néu khoi da dién =% duge phan chia thanh hai khoi da dién =%, va
o/t thi V(K = V(A + V().
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iv) Néu % la khai lap phuong 6 canh bang 1 thi V(¢ ) = 1.

b) Pinh nghia. Néu ham thé tich V tén tai va duy nhat thi gid tri V(=#)
dugc goi la thé tich cuiia khéi da dién .

¢) Sau diy, tam thoi gia thiét ring ham thé tich V ton tai (diéu nay dugc
chiing minh sau), ta di tim céng thic tinh thé tich khéi ling tru va khoi
chop. Ta cé :

+ Thé tich V cla khéi hop chit nhit v6i ba kich thude a, b, ¢ 14 V = abc.
(Cong thitc nay hién nhién ding khi a, b, ¢ 12 nhitng s6 nguyén, khi ching
la s6 thue bit ki, ta phai ding dén phép tinh ve giGi han).

+ Thé tich cua khoi lang tru dimg cé ddy la tam gidc vuong bing Bh, trong
dd B la dién tich ddy cua lang tru va & la chiéu cao cua lang tru. (Béng
cdch ghép hinh lang tru ding nhu thé véi mot khai lang tru bang né sao
cho ta duoc mot khoi hop chir nhit, ta suy ra diéu phai ching minh).

+ Thé tich cha khoi lang tru dimg bat ki bing Bh, trong dé B la dién tich
ddy va h la chiéu cao cta lang tru. (Ching minh bang cach chia hinh lang
tru ding da cho thanh cdc hinh lang tru ding c6 ddy la tam gidc vubng.
Mudn vay ta chia ddy hinh lang tru da cho thanh cdc tam gidc, vd mo6i tam
gidc chia thanh hai tam gidc vuong).

+ Thé tich cia khéi chép tam gide bing %Bh véi B la dién tich ddy, & la
chiéu cao.

Chitng minh (h.13). Trude hét, ta xét khoi da dién
=/ 1a hinh chop tam gidc S.ABC c6 dién tich diy
ABC 1a B va c6 duong cao la mot trong cac canh
bén, chiang han dé 1a canh SA = h. Chia doan
thing SA thanh » phdn bing nhau boi cic diém
S=Ag A As,..n A, = A, Vi qua cdce diém A, vE
cic mat phing song song véi mp(ABC), ta dugc céc
thiét dién la cdc tam gidc ABC. (i=1,2,....,n—1).

Dé thdy rang dién tich cdc tam gidc d6 1a :

Hinh 13
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Ta diing cac ki hiéu :

» o (i=1,2, .., n—1)Ila phin cia o4 nam giita hai mat phang :

(A,B,C)) va (A; By, Ciy ), tie la khéi chop cut AB,C A, B, C,yy cOn o/

la khéi chop S.A\B,C,. Ghép cic khoi o/ (i = 0, 1, 2...., n—1), ta dugc

khoi da dién =4

. ff}’{fﬂ la khoi lang tru ding c6 ddy la tam gidc A;B;C; vi mot canh bén la
AA;, (=1, 2,..., n=1). Ghép cdc khoi da dién r?}??ﬂ vO1 nhau, ta dugc

khoi da dién 0,

« =% 1a khéi lang tru dimg 6 ddy la tam gidc A, ,B.,,C,,, vd mot canh

bén 1a AA,,, (i =0, .., n— 1). Ghép cic khéi da dién o', ta duoe khoi

da dien =7,

Vi cdce ki hiéu nhu trén, ta dé dang suy ra : " c e ', vado do, tir
cdc tinh chét cia ham thé tich V. ta suy ra :

V(e <viedy < viere'h. (*)
Ap dung cong thitc vé thé tich ciia khoi lang tru dig, ta cé :

2
V(SHD) = B!-,—E- =L Bh, vado d6

n

V() = Zwr)?“)_—ﬂf ZI =L gy -LnGCn-1)
i=1 n n 6
_1 | G
5 33;{1 ][1 2]
Tuong tu ta co :
] n(n+l](2n+l} I 1 A
V() = i%v'{ ) = 3 - 3Bh(l+n)(l + 2”}

Nhu vay, bat dang thie (*) tro thanh :
1 1 1 P | 1 1
ks e[| Bommcoiteet 0 R e - -2
sﬂh[l ”][I 2”]_ Hcﬁxﬁ_BBh(HH}[Hz”].
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Tir d6, khi cho 7 tién t6i vo ciing, ta suy ra V(%) = %Bh,

Bay gid, néu o4 1a khoi chop bat ki SABC. Ké duong cao S/ cla khéi
chop, ta duoc ba khéi chép SJIAB, S.IBC va S.ICA déu ¢6 canh bén 57 la dudng
cao. Tir d6 dp dung két qua trén, ta suy ra diéu phai chitng minh.

+ Thé tich cta khé&i chop bat ki bing -:-Bh, véi B la dién tich day, h la
chiéu cao. (Chi cin phan chia khéi chop bat ki thanh cdc khéi chop tam
gidc va dp dung két qua trén).

+ Thé tich cta khéi lang tru bing dién tich ddy nhan véi chiéu cao (lam
nhu trong SGK).

Tit nhitng cong thiic dé tinh thé tich trén day, ta suy ra ring néu him thé
tich V' ton tai thi né 1a duy nhat.

Ching ta luvu ¥ ring SGK trinh bay phin nay ding theo trinh tu trén, tuy
nhién c6 bo qua nhitng chimg minh phai dung téi1 gidi han.

¢) Biy git ching ta s& ching minh sy ton tai ctia ham thé tich V. Trong
SGK, ta khong trinh bay vin dé nay vi qud kho.

Chiing ta bat ddu bang cich xay dung mot him s6 V : Q — E nhu sau :

+ Néu khoi da dién =% 12 mot hinh tf dién thi ta 14y V(=%") bing % tich
s cia dién tich mot mat nio dé cta ui dién va chiéu cao tuong ting. Bing
cich diing tich hén tap cia ba vecto, ta ¢6 thé chimg minh ring gid tri V(%)
khong phu thudc viéc chon mat cia hinh tif dién dé 1dy dién tich.

+ Néu =/ la mot khoi da dién tuy v, ta phin chia n6 thanh cic khéi tr dién
M, sy oA, Khi d6 ta dat V(A ) = V(cH)) + V() +...+ V(EK,).
Dé dinh nghia trén hop 1i, ta phai chiing minh ring gid tri V(=) xic dinh
nhu trén khong phu thuéc vio cich phin chia khoi da dién =% thanh cédc

khai t dién. Ching minh d6 kha dai dong, ching tdi trinh bay so luge nhu
sau, bo qua cdc chi ti€t tuy hién nhién nhung chiimg minh chat ché thi

khong phai dé : Gia sir khéi da dién ~% c6 hai cdch phan chia : cich thi
nhit chia thanh cdc tr dién &} Ji=1, 2...., n, cach thit hai chia thanh cac ta

dien A, j =1, 2,...., m. N&u v6i i va j nao do, hai tir dién rj.,'- va Aj



c6 diém trong chung thi fls.:- M ﬂ.% 1a mot khoi da dién 161 (c6 nhiéu nhit 8
mat). Ta phan chia khéi da dién 16i 4y thanh cdc hinh tf dién ﬂ-.I.. Lam nhu
viy déi véi moi cap chi so (i, j), ta duoc cdch phan chia thit ba cia o/
thanh cdc ti dien Ay, k = 1, 2,...p, ¢6 tinh chat : M&i mot A} (hoac A7)
déu duoc phin chia thinh mot s6 cic .&.z nao do. Tir db, theo dinh nghia
cua ham sé V doi vai cdc khoi da dién, ta suy ra:

n I . m
Y vaah =Y viap = Y vah.
i=1 k=1 j=1
Nhu vay, ta ¢c6 mot haim s6 V : Q — [E. Dé chitng minh ring ham s6 dé
chinh 1a ham thé tich.

I - TRA LOI [ 2| VA HUGNG DAN HOAT BONG

1

Cdch 1. (h.14) Gia sit ABC.A'B'C’ la khéi lang tru
dd cho. Goi O, O’ lan luot la trung diém cta BC
va B'C". Khi do, phép doi ximg qua dudng thang
00" bién khoi lang tru ABC.A'B'C’ thanh khoi
lang tru DCB.D'C'B'.

Khoi hop chit nhit ABDC A'B'D'C’ (v6i cdce kich
thudc a, b, h) c¢6 thé tich gip doi thé tich khoi

abl.

1| —

lang tru da cho. Vay Vipe aper =

Cdach 2. (h.15) Ghép khéi lang tru da cho
ABC.A'B'C’ véi khoi lang tru A B;Cj.A|B|C]
bang né sao cho B, =C.C, =B, B =C,(|=FH,
A, € (ABC), A] € (A'B'C"). Khi dé ta duoc hinh

hop chit nhat ABAC.A'B'A[C’ ¢6 thé tich gap doi ¢ C'=B:
thé tich khai ling tru da cho.
q

Vﬂ}r VAHC.AJHJC' = %ﬂhh. Hinh 15
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IV — TRA LOI CAU HOI VA GIAI BAI TAP
15. a) Khong doi. b) C6 thé thay doi. ¢) Khong doi.
16. (h.17) Xét khoi ti dién ABCD. Lay diém M

17.

2 A C

a) Ba khoi tir dién do 1a : A'ABC, BA'B'C' va

A'BCC’ (h.16).

b) Hai khoi tit dién A'ABC va BA'B'C’ 1a hai

khai chop A"ABC va B.A'B'C’ c6 hai mat A€ ‘ol

ddy bang nhau va hai chiéu cao bing nhau

(déu biang chiéu cao h cua khéi lang tru) B’

nén ching cé thé tich biing nhau. Hinh 16

Hai khéi tir dién BA'B'C' va A'BCC' 1a hai khoi chop A'BB'C’ va A"BCC'
co dién tich diay bang nhau va chiéu cao bing nhau (bing khoing cdch tir
A" 161 mp(BCC'B")).

Tém lai thé tich ba khai tif dién néi trén biang nhau.

¢) Khéi ling tru ABC.A'B’C” dugc phin chia thanh ba khéi t¢ dién c6 thé
tich bang nhau A’ABC, BA'B'C’ va A'BCC". Suy ra thé tich khoi lang tru
bang ba ldn thé tich khéi chop A" ABC :

1
VAEC.A’E'{T” = 3"’:4‘_,43{‘ = 315.5,43(_-}1 = 8.h.

Viy thé tich khéi lang tru tam gidc bang tich sé cla dién tich ddy va chiéu cao.

nam gitta C va D sao cho CM = kMD. Khi
do, khoi tt dién ABCD dugc phin chia
thanh hai khoi ti dién ABCM va ABMD.

RO rang Vygear = kVapup -

(h.18) Vi AA'B'D’ 1a t& dién déu nén dudng
cao AH cua nd cé chan H 1a tim cua tam
gidc déu A'B'D’. Suy ra

AH =£, AH = JAA2 — AH? = @. B~

Hinft {8



Dé thiy ddy A’B'C'D’ 1a hinh thoi ¢6 géc B’A’D’ bang 60° nén :

2
SA'R'C'D' = A'B"A'D'sin ﬁﬂﬂ = E“E‘“"Eﬂ' .
Viy thé tich khéi hop da cho la :
v a3 6 _ L
2 3 2
18. Goi AA,...A, la diy cua khéi lang tru déu
va O la tam cua da gidc déu A|A,....A, (h.19).
Ke ONL AjA, taco:
ON = AlNcmﬂFEl:fl_l = %cmﬁ.
H
Vay dién tich ddy ctia khéi lang tru déu 1a : Hinl 19
1 1 2 W
" =n~AA.ON = — =
S HSUAIAE ”2 | 2{} 4!/1{1' co i

Vi ling tru da cho 1a lang tru déu nén chiéu cao ctia nd bing canh bén, tirc
bang a, do dé thé tich cua khoi lang tru la V = ina%otj—f.

19. (h.20)

a) Ta c6 BALAC, BALAA nén BA L (ACC'A"). ¢
Vay AC’ 1a hinh chiéu ctia BC” trén mp(ACC'A").
Theo gid thiét, goc BC'A bing 30" nén

AC’ = ABcot30° = ACtan60°cot30°

= 3.3 = 3b, c

b) Ta co

Hinh 20

CC™?% = AC™? - AC? = 9b* - b% = 8b°,
Do d6 CC’ = 2b+/2 . Viy thé tich cia khéi lang tru 1a :

T %AB.AC.CC'

= %hﬁ.bﬂm@ = bHV’E.
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20.

21.

(h.21)
a) Goi O la tim cua tam gidc déu ABC. Vi
A'A=AB=A'C nén A'O L mp(ABC). Vay
A'AO = 60°.
Tir do ta c6 :

A0 = AOtan60°= AO3 = %J’? =a.

Viy thé tich cin tim 1a :

23 . a3 Hinh 21
4 4

b) Vi BC L AO nén BC L AA’ hay BC L BB'. Viy BB'C’C 1a hinh chir nhat.
¢) Goi H 1 trung diém cia AB. Ta ¢c6

LA SAB(_uArG =

Sy = 28448 + Sppcc = 2A'H.AB + BB .BC = @(Jﬁ +2),
(h.22) Goi H,, Hy, H4, H, lén lugt 1 hinh chiéu A
ctia diém M trén cdc mat phang (BCD), (ACD),
(ABD), (ABC). Khi d6 MH,, MH,, MH+, MH,
lan luot 1a khoang cdch tir di€ém M 61 cdac mit
phang dé. Cic mit bén cua tir dién déu c6 ciing s D
dién tich, ta ki hiéu cdc dién tich do 1a S va goi
h 1a chiéu cao cua tf dién déu. Taco: Pl

Vusco + Vuaco + Vuasp + Vmasc = Vasco Hinh 22

1 1 1 I 1
= ESMH! + iSMHE + :?SMH} =+ ESMHﬁl — SSJ?

Viy tong cdc khoang cédch tir diém M 161 bon mit cha ti dién déu khong
phu thude vio vi tri cta diém M nim trong uf dién déu do.

V6

Néu tit dién déu cé canh bang a thi i = ”T

a6
&,

nén tong cdc khoang cich noi

trén ciing bing



22.

23.

24,

(h.23) Cdch 1. Mat phing (MCB") chia khéi A c
lang tru déu ABC.A'B'C’ thanh hai khéi chop : )
C.MABB' va B"MA'C’C. Hai khéi chép dé co My~

chiéu cao bang nhau (bang chiéu cao cta tam

gidc déu ABC), ¢6 diy 14 hai hinh thang vudng AR -N1/-—--=~C"
biing nhau. Suy ra hai khéi chép dé c6 thé tich

bang nhau. Hinh 23

Cdch 2. Goi do dai canh ddy cta khoi lang tru 1a a, do dai canh bén 1a b, CH la
dudng cao ctia tam gidc ABC. Khido CH L (ABB'A’), CH = QT”E . Taeh;

I 1 1(b a3 a*bB
Ve.masp = 35mapp-CH = 5;5(5 + b]a. R
2 g
; ’ ﬂ“-\E a“b\@ .
VaBe AP =SSRl R A = == =i uang

Suy ra Ve yapp = Vemacre-

(h.24) Goi1 H va H' lan luot 14 hinh chiéu cia
A va A’ trén mp(SBC). Khi dé ba diém S, H, H’
thing hang (vi ching la hinh chiéu cia ba
diém thang hang S, A, A’ trén mp(SBC)) va vi
oo A SA

AH || AH = —
A T s

1

V _ Vassc _ 3%sc-AH spscan  sB SC sA

Vi Vi see l!igﬂxc-.A’H' SB'SC'A'H"  SB' §C" SA"

. TacH:
Hinh 24

(h.25) Goi G la giao diém cia AM va SO
(O 1a tam cua hinh binh hanh ABCD) thi G
5 " vy s O
la trong tim tam gidc SAC. Vay S0°"3
Vi mp(P) song song v&i BD nén né cit
mp(SBD) theo giao tuyén B'D’ di qua G va
B'D' BD (vGi B'e SBva D' e SD). Suy ra
SB" _SD" _SG _2
SB SD SO 3

Hinh 25
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Mit phang (P) chia khéi chop S.ABCD thanh hai phin : khéi chép
S.AB'MD’ va khéi da dién ABCDB'MD'. Ta cé :

Vsapp' _SA SB' SD' _2 2 _4
Veagp SA'SB'SD 33 9
B e
— Veamp 2
Vs apcp 9

Vsmpp' _ SM SB’ SD’ _ 1
Vsepp  SC SB SD 2

22_2_ Ysmep _1
33 9 Vsapep 9
Tir do suy ra:

Voapmp: _ Vs.app + Vs mpp — 2 + 1 = 1
Vs.aBep Vs.ABCD A
i.l"-. [} #
Vay Vsapwpr _ 1

Vapcosmp: 2
25. Gia sir phép vi tu fti s6 k bién hinh chop A.BCD thanh hinh chop A"BC'D’.
Khi dd, f bién duong cao AH cua hinh chép A.BCD thanh dudng cao A'H'
cua hinh chop A.B'C'D’. Boi viy A'H" = |k| AH. Tam giiac BCD dugc bién

thanh tam gide B'C'D" qua f nén Sgep = k*Spep -

3

|
o
. 3OBCD _kf.

Tir do suy ra

Vagep 1 AH
3 5BCD-
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