UNG DUNG TiCH PHAN PE TINH
THE TICH VAT THE

1. Tinh thé tich cta vat thé
Cho mét vat thé
trong khong gian Az
toa d6 Oxyz. Goi B
la phdn cha vat thé
gi6i han boi hai
mat phang vuong
gbc vai truc O tai
cic diém a va b,
Goi S(x) 1a dién
tich thiét dién cia
vat thé bi cat boi
mat phang vuong géc véi truc Ox tai diém c6 hoanh d6 x (a < x < b)
(h.3.10).
Gia st § = §(x) la mot ham s6 lién tuc. Ngudi ta chimg minh dugc ring thé
tichV cua B la

Hinh 3.10

b
V = j’sm dx. (1)

a

Sir'dung céng thitc (1) ta tim duge cong thic tinh thé tich ctia mot s& vat thé
quen thudc trong hinh hoc.

Vi du 1 (Thé tich khéi chop cut). Cho khéi chép cut ¢6 chiéu cao ki, dién tich
ddy nho va ddy I6n thit tr 12 S, S;. Chimg minh ring thé tich V ctia n6 la

h pr——
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Giai
Trong hé truc toa do Oxyz,
ta dat khoi chép (sinh ra #

khéi chép cut) sao cho
dutng cao nam trén truc

Ox va dinh tring v6i géc
toa do.

Goi a va b lin luot la
khoang cich tir O dén ddy
nho va ddy 16n, ta c6 chiéu Hinh 3.11

cao cua khéi chép cut Ia :

h=b—a (h.3.11). Thiét dién cta khéi chép cut cit béi mat phing vuong
g6c véi truc Ox tai diém c6 hoanh do x (a < x < b) 1a mot da gidc déng dang

véi ddy 16n véi ti s6 déng dang 1a —g.

gl

S(x) _ Jr:2 x*
Tacéd — = —-. Vay S(x o
Theo cong thie (1), ta c6
V= ?S id.t - Sl(h'3 -a) _b- H_SIGZ_ + §,ab +P.S'].€72
= Ibz - sz - 3 hl

=~

_h E Sa ¢
8 b2 b :

Nhan xét. Khoi chép dugc coi la khéi chép cut c6 §; = 0. Vi vay, thé tich V
ctia khéi chép ¢6 chiéu cao h va dién tich ddy S 1a
Sh

Lt %

Thé tich khéi tron xoay

Mot hinh phing quay xung quanh mot truc nao dé tao nén mot khoi
tron xoay.
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e Cho ham s6 y = f{x) lién tuc, khong am trén
[a ; b]. Hinh phing gi&i han bdi d6 thi ham so
y = f{x), truc hoanh va hai dudng thing x = a
x= b quay quanh truc hoanh tao nén mot
khéi tron xoay (h.3.12). Thé tich V cta né
duge tinh theo cong thirc

b
V=1 _[f 2 (x)dx. (2) Hinh 3.12

That vay, thiét dme:n.!l clia khéi tron xoay cit boi mat phang vubong goc véi
truc Ox tai diém x (¢ < x <b) 1la mot hinh tron ban kinh fix). Do dé

S() = nf2(x). Vi the, tir cong thic (1) ta suy ra cong thirc (2).
b

Vi du 2 (Thé tich khéi chém cdau). Cho mot khoi chom ciu ban kinh R va
chiéu cao A. Ching minh ring thé tich V cta khoi chom céu la

V= nh [R 3)'
Giai

Trong mat phing Oxy, xét hinh phing giéi
han boi cung tron tim O ban kinh R c6
phuong trinh y = VR? = x>, truc hoanh va
dudng thing x =R—h (0 < h < R). Quay
hinh phing dé quanh truc hoanh ta thu dugc

khoi chom ciu bian kinh R chiéu cao h
(h.3.13).

Theo cong thitc (2) thé tich ciia khéi chom
céu la

A 2 2 [ ) l'j)R
V=rn [ (& -x)dv=n| Rx- |R_h
R-h

yi

Hinh 3.13

3 13
P e L
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Nhan xét

Khéi bdn ciu ban kinh R duoc coi 1a khéi chém cédu bdn kinh R va chiéu cao
h = R. Vi viy, thé tich ctia khéi bdn cdu ban kinh R 12

3
V=nR2(R—EJ=2nR :

3 3
Do dé, thé tich hinh ciu ban kinh R 14
3
V= Ank_
3

H| Xét hinh phdng gii han bdi d6 thi ham s6 y = x°, céc dueng thdng x = 1,

x =2 va truc hoanh. Tinh thé tich khéi tron xoay tao thanh khi quay hinh phang doé
quanh truc hoanh.

¢ Tuong tu, cho dudng cong cé phuong
trinh x = g(y), trong do g la ham s6 lién
tuc va khong am trén doan [c ; d].
Hinh phéng gi6i han bdi dudng cong
x= g(y), truc tung va hai dudng thing
y = ¢, y =d, quay quanh truc tung tao
nén mot khéi tron xoay (h.3.14). Thé
tich V cia né dugce tinh theo cong thirc 0

Hinh 3.14

d
V=r[f0dy. O

That vay, tir cong thiic (2) bang cdch xem x la ham ctia bién y ta suy ra cong
thic (3). O

Vi du 3 (Thé tich khéi nén cur). Cho '
khéi nén cut ¢6 chiéu cao h, ban kinh
ddy 16n va day nho lan luot la R va r.
Ching minh ring thé tich V cua khoi
non cut doé la

V = TR + Rr + 1),
Giai
Trong mat phing toa do6 Oxy xét hinh
thang vuéng OABC véi OA =h, AB=rva
OC =R (h.3.15). Quay hinh thang dé quanh
truc Oy ta duge khoi nén cut da cho.

p— —

—_——— =

-r-

Hinh 3.15
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Gia sit BC kéo dai cat Oy tai D. DatAD =1, OD =a. Tacéa — (= h. Phuong

ek dubng thdig BCI 1 = 22— %) Thes cong thite (3) ta 66

7]
Bonde. o3 2
ven[RUZD gy - T3
0 a 3a )
2 2 2
o G-DEral+ Py = M{l +i+(ij ]
3a° 3 a \a
Vi i— L nén khi tha d bl 4 ta duoc
: a R ) a R ’
Ve lnﬁzh{l " i+['—fﬂ = Loh(R? + Rr + %) O
3 ROARELTS '

Nhdn xét. Khi R = r, kh6i nén cut trg thanh khéi tru ¢é chiéu cao h va ban
kinh ddy R. Vi vay, thé tich cua khéi tru 1a

V= %m{ﬂz + R? + R%) = nR*h.

Khi r = 0, khéi nén cut tré thanh khdi nén ¢6 chiéu cao h va ban kinh day R.
Vi vay, thé tich ctia khéi nén Ia

V= %rr.th.
Cau hai va bai tap

29. Tinh thé tich cia vat thé nim gilta hai mat phing x = —1 va x = 1, biét ring
thiét dién cla vat thé bi cét bai mat phang vuéng goc véi truc Ox tai diém c6
hoanh d6 x (=1 <x < 1) la mo6t hinh vuoéng canh la 2@.

30. Tinh thé tich cla vat thé nim giita hai mat phang x = 0 va x = 7, biét rang
thiét dién ctia vat thé bi cat bdi mit phing vuéng géc véi truc Ox tai diém c6
hoanh d¢ x (0 < x < m) la mot tam gidc déu canh la 2+Jsin x.

31. Cho hinh phing A gi6i han bdi cdc dudng y =0, x = 4 va y = Vx 1. Tinh thé
tich cua khéi tron xoay tao thanh khi quay hinh A quanh truc hoanh.
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32. Cho hinh phéiing B gi6i han bdi cdc dudong x = %, x=0,y=1viy=4. Tinh

thé tich cia khéi tron xoay tao thanh khi quay hinh B quanh truc tung.

33. Cho hinh phéng B gii han béi cdc dudng x = \!rﬁ_yz, x=0,y=-lvay=1,
Tinh thé tich cta kh6i tron xoay tao thanh khi quay hinh B quanh truc tung.

t0 4
S

-

1. Al LA NGUOI PHAT MINH RA PHEP TiNH TiCH PHAN ?

Cung véi phép tinh vi phan, phép tinh tich phan 1a mét thanh tuu I6n cla tri tué nhan
loai. N6 da tao nén mét budc ngodat 16n trong su phat trién cla khoa hoc va trd thanh
mot cong cu sic bén, ddy siic manh dudc cac nha khoa hoc sl dung réng réi trong
nghién cliu cling nhu trong (g dung thuc tién.

Phép tinh vi phan va tich phan do hai nha bac hoc 16n 1a Niu-ton (1. Newton 1643 — 1?2?),
- ngudi Anh va Lai-ba-nit (G. Leibniz 1646 — 1716), ngudi Bifc, sang tao ra déng thai
va dbc lap véi nhau.

Thuc ra day 1a mét cude chay tiép sic cla nhiéu thé hé cac nha bac hoc xuit sic
trong nhiéu thé ki. Trude Niu-ton va Lai-bo-nit hai nghin ndm, nha bac hoc Ac-si-mét
da c6 y tudng dau tién vé phép tinh tich phan. Trong bic thu gli ngudi ban, éng da
dua ra mot phuong phap méi goi 1a "phuong phap vét can" va da sif dung né dé giai
nhiéu bai toan tinh dién tich, thé tich, chiéu dai cung. D6 Ia tién than cia phép tinh
tich phan. Sau éng nhiéu nha toan hoc khac ciing tham gia md dudng cho su ra dai
clia tich phan, trong d6 phai k& dén nhing déng gép xuét séc clia cac nha khoa hoc
nhu J. Ké-ple (J. Kepler), Ca-va-i~o-ri (B. Cavalieri), Phéc-ma, Dé-cac, Ba-rau (I. Barrow).

Ngay nay cac nha nghién clru déu nhét tri rang vé mat thai gian, Niu-ton kham pha
ra phép vi tinh vi - tich phan trudc Lai-bd-nit khoang 10 ndm nhung Lai-bo-nit lai cho
cong bé cdng khai céng trinh cGa minh trudc Niu-ton t6i ba nam. Vé hinh thifc, phép
tinh tich phan clGa Niu-ton va phép tinh tich phan cla Lai-bo-nit khac nhau rd rét.
Niu- ton trinh bay cac két qua cia minh dusi ngén ngir Hinh hoc, con Lai-bo-nit diing
ngén nglr Dai s6. Cac ki hiéu ciia Lai-bo-nit phong pht va thuén tién hon nhiéu so
vGi cac ki hieu cla Niu-ton (d&u tich phan va cac ki hiéu vi phan, dao ham ma chung
ta dung ngay nay la clia Lai-bo-nit). V& su két hop gilra phép tinh vi — tich phan véi
cac nghién citu vé khoa hoc tu nhién thi Lai-bo-nit khéng sdu séc bang Niu-ton
nhung ding trén géc dd toan hoc thi phép tinh vi - tich phan clia Lai-bd-nit thé hién
mét tdm nhin bao quéat hon, mét tri tudng tudng tinh t& han.
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2. VAINET VE cuOC POl VA SU NGHIEP CUA NIU-TON
VA LAIFBO-NIT

1) Niu-ton (1643 — 1727) 1a nha toan hoc, véat Ii hoc, cd hoc
va thién van hoc vi dai ngudi Anh. Ong sinh ra 8 mét ving
qué d nudc Anh. Ngudi cha qua ddi trudc khi 6ng ra ddi.
Ngudi me vi qua dau budn nén sinh éng thiéu thang. Luc
mdi sinh 6ng bé tdi mic dat dugc vao mét chiéc céc to.
Khéng ai ngd rang da bé quat queo nhu vay lai ¢é thé tho
t6i 85 tudi va trd thanh mot nha khoa hoc vi dai nhus vay.

Niu-ton dugc ngudi duong thai mo ta la cd tdm voc trung
binh, béo chac, dau luén doi toc gia, cd6 déi mat sang va
théng minh. Ong séng rat gian di, khiém nhudng, say mé
véi cong viéc va rat dang tri. Isaac Newton

2) Lai-bo-nit (1646 — 1716) 1a nha ton hoc, vat Ii hoc, triét PN
hoc thién tai ngudi Blc. Ong sinh & thanh phé Lai-xich
(Leipzig), la con trai mot gido su triét hoc. Tif Iuc 6 tudi 6ng
da subt ngay mé mai doc sach. Nam 6ng 7 tudi thi cha éng
qua ddi. Nam 15 tudi 6ng da vao dai hoc va hoc vé luét
hoc, triét hoc va toan hoc. Nam 20 tudi (nam 1666) dng da
bao vé luan an tién si luat hoc déng thdi cling cong bd
cong trinh toan hoc dau tién cla minh vdi nhan dé :
"Nhiing suy nghi vé nghé thuat t6 hgp". Sau dé 6ng dugc
b& nhiém lam quan chifc ngoai giao tai Phap.

Nhimng cdng hién vé toan hoc chi 1a mat phén nho trong su
nghiép clia 6ng. O thdi dai dng, ngudi ta biét dén 6ng nhu
mét nha ngoai giao, nha luét hoc va nha triét hoc. Ong biét Gottfried Leibniz
rét nhiéu ngoai ngil va hau hét cac kién thic cla 6ng déu (1646 — 1716)

c6 dudc bang con dudng tu hoc.

Lai-bo-nit dugc ngudi duang thai mo ta la cb thé trang gay go, tam thudc, da xanh va
ciing ludn deo toc gid. Tri nhé cla 6ng ciing khac ngudi thuong : Nhing diéu kho
hiéu dude 6ng nhd rét t6t nhung nhig diéu dé hiéu thi 6ng lai quén ngay.

Luyén tap

34. Tinh dién tich hinh phing gidi han bdi :
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= =3 2 2 F & X i
a) D6 thicichimséy=x,y=1va y = Y trong mién x 20, y<1;
b) D6 thi hai ham s6 y = x* —4x? + 4, y = x*, truc tung va dudng thing
=13

5 : & M . 2 i
c)Péthicichimsd y=x", y=4x-4 va y=—-4x—-4.



35.

36.

3.

39.

40.

Tinh dién tich hinh phang giGi han boi :

a) D6 thi haihams6y= x* + Il vay=3 — x ;

b) Cdc duong x= y*,y=1vax=8;

¢) D6 thi hai ham s6 y = v/x, y =6 — x va truc hoanh.

Tinh thé tich cta vat thé T nim giita hai mat phing x = 0 va x = 1, biét ring
thiét dién cha vat thé cit boi mat phing vuéng géc vai truc Ox tai diém cé
hoanh d6 x (0 < x < m) la mét hinh vuéng canh la 2 v/sin x.

Cho hinh phang A gi6i han boi céc dudng y = x*, y =0, x =0 va x = 2. Tinh
thé tich cia khoi tron xoay tao thanh khi quay hinh A quanh truc hoanh.

Cho hinh phéng A gi6i han boi cdc dudng y = cosx, y =0, x =0 va x =

CAE Y

Tinh thé tich cha khéi tron xoay tao thanh khi quay hinh A quanh truc hoan
.

Cho hinh phing A gidi han bdi cdc duomg y = xe?,y=0,x=0vax=1. Tinh

thé tich ctia khoi tron xoay tao thanh khi quay hinh A quanh truc hoanh.

Cho hinh phing B gi6i han bdi cdc dudng x = /2sin2y ,x=0,y=0va y = %

Tinh thé tich cua khéi tron xoay tao thanh khi quay hinh B quanh truc tung.



