S 5 HAM SO MU VA HAM SO LOGARIT
v
Trong bai nay, ta ludén gia thiét a 1a moét s6 duong va khic 1 (0 <a = 1) da
cho, J 1a mét khodng hay hop cua nhiéu khoang nao do.
1. Khai niém ham s6 ma va ham so logarit
Tir dinh nghia luy thira va logarit, ta thiy :
e Vdi mdi gid tri thuc cha x, ta ludn xdc dinh duge mot gid tri @' (duy nhat).
e Véi moi gid tri thue duong cta x, ta ludn xdc dinh duge mét gid tri log, x
(duy nhat). '
Tir d6, ta c6 him s6 y = @' xdc dinh trén R va him s6 y = log,x xdc dinh trén
R: = (0 ; +00).

DINH NGHIA

Gia sur a 1a mot s6 duong va khac 1.

Ham s6 dang y = a* dugc goi 12 ham s6 mii co 56 a.

Ham s6 dang y = log,x dugc goi la ham sé'logarit co 5o a.
Khi khong cin nhdn manh co s6, ham s6 mii co s6 @ con goi tat 1a ham sé
mii'" ; ham s6 logarit co s6 @ con goi tat la-ham s6 logarit.
Ta ciing dung ki hiéu y = logx (hodc lgx) dé chi him s6 logarit co s6 10 va ki
hiéu y = Inx dé chi ham s6 légarit co s6 e. Trong nhiéu tai liéu, him s6 y = ¢
con duoc ki hiéu la y = exp(x).

2. Mot so giéi han lién quan dén ham s6 mii va ham s6 logarit
a) Ta thira nhan ring cichams6 y=a" va y = log,x lién tuc tai moi diém ma
no xdac dinh, tic la
Ao

Vxpe R, lim a* =a™,
.r—b.ru

e
Vxpe R,, lim log, x =log, x;.
l‘—:"l’u

(1) Co tai liéu coi ham s6 mi la ham s6 c6 dang y = ka", trong dé k la hiing s6 khic 0.
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E Tim céc gidi han sau :

1

a) lim e* ; b) lim log, x ; ¢) lim log
X—r+oo x—8 x—l)

sin x

X

! t
b) Ta da biét lim [n}) —e. Ngodi ra ta con c6 lim [[+}] —e. Tir d6,

t—p+m f——n

bing céch ddi bién (dat } - x) ta duge

|
lim (1+x)x =e. (1)
x—0 f

Str dung (1), ta dé dang chitng minh dugc hai giéi han quan trong sau day.

DINH Li 1
gl R )
x—0 X
X
Tl B 3)
x—=0 X
Chitng minh. Ta co.
In(1+x) _ 1 '

" xln(l+,r) = In(1+ x)x.
I

Khi x ddn dén O thi (1+ x)x — e nén do tinh lién tuc clia ham s6 logarit,
tacod
I

limM = lim In(l + x)x
x—=0 X x=0

I

Ine = 1.

Vay (2) duge ching minh.

Dé chimg minh (3), taddtr=¢" - 1. Khidé tacé x = In(1 + 1), va x — 0 khi
va chi khi t — 0 . Do dé

X -1
B e e b |im[’"”+”) =i
—0 X i—»oIn(l+1) >0 t

Vay (3) duge chimg minh. _ O



3. Dao ham cua ham s6 mu va ham so logarit

Dudi day. chiing ta sé chimg to rang ham s6 mi va ham s6 logarit c6 dao ham
tai moi diém ma no xdc dinh.

a) Pao ham cua ham s6 ma

DINH Li 2

a) Ham s6 y = @" ¢6 dao ham tai moi diém x € R va

(a"' ) =d" Ina ; n6i riéng ta c6d [e"' ) =¢",

b) Néu ham s6 u = u(x) ¢6 dao ham trén J thi ham so

y = a"" ¢6 dao him trén J va

(a“{”)' =u'(x)a"™ Ina ; n6i riéng ta c6 (e““”)' = u'(x)e"",

Ching minh

a) Trude hét ta xét ham s6 y = e'. Gia sir x 12 mot s6 tuy y. Ki hiéu Ak 1a s6
gia cua bién s6 tai x va Ay 1a s6 gia ciia ham s6 tuong (g véi no, ta c6
Ay= e —e*=¢" (e"‘“' - I)

ﬁ_}’ e.‘.’(eﬁf L I) E.{'Lr -

lim — = lim =e' lim

1 "
=e" (theo (3)).
Ar—0 Ax Ax—0 Ax Av—0  Ax

Vay (e"' )'= e v6i moi x.

[ r i - b
DGi véi ham s6 y = a*, ta cé a* = e = e*™ nén theo cong thitc dao ham
cua ham so6 hop, ta c6

(a“" ) = (e“””)l= e (xlna)' =a"Ina (véi moix e R).

b) Két luan nay suy ra tir phdn a) cia dinh li va cong thitc dao ham cta ham
s0 hop. O
Vidu l. Véiy = (xz + e’ tacd

Y=y e+ (P )Y = e+ + D) et = e+ D
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I@ Tim dao ham clia méi ham s6 sau :
Jx

‘} .
a) y=(x +De™ ; b) y=e"* sinx.

b) Pao ham cua ham soé logarit

DINH Li 3

{ a) Ham s6 y = log,x ¢6 dao ham tai moi di€m x> 0 va
1 1
I A0 - s AT T e 3 ! = —_,
(log,x) ~Ing Do riéng ta c6 (Inx) s
b) Néu ham s6 u = u(x) nhan gia tri duong va c¢6 dao ham trén
J thi ham s6 y = log u(x) c6 dao ham trén J va

u'(x)
u(x)Ina

u'(x)
u(x)

(log, u(x))= ; noi riéng ta ¢6 (Inu(x))' =

Chiing minh
a) Trude hét ta xét ham s6 y = Inx. Gid sir x 1a mot s6 duong tuy y. Ki hiéu Ax
la s6 gia cpa bi€n sd tai x va Ay 1a s6 gia ciia ham s6 twong ting véi no, ta c6

Ay = In(x +Ax) — Inx = In %+ = ln[l + %)
% :

ln(1+£_r) l ln[l+%] 1
fim 22 = iy N 2L Tt =~ (theo(2)).

Ar—0AY  Ar—0 Ax Ax—0 X Ax

Vay (Inx)' = —L— véi moi x > 0.

Daoi v6i ham s6 y = log,x, ta ¢6

(v6i moi x > 0).

) I
(log,x)’= [lna] & Ina(hu) ~ xIna

b) Két luin nay suy ra tir phan a) cua dinh Ii va cong thicc dao ham ctia ham
sO hop O



Vidu 2. D6i v6i ham s6 y = In(x? - x + 1), tacé

o s 1) 2x -1
v: —_

X2 =+ 1 xF— il

El Chimg minh rang [In(=x)]’ = % vai moi x < 0.

HE QUA

g o3 s
a) (In{;.[) = — V6i moi x # 0.
b) Néu ham s6 u = u(x) nhan gid tri khiac 0 vl ¢6 dao ham
trén J thi

u'(x)
u(x)

(fuco) =

véi moi x € J.

Hé qua nay dugc suy ra tir dinh 1i 3 va két qua cua @ ;
Swu bién thién va do thi cia ham s6 mii va ham so logarit
a) Himsoy=a"

Ta di biét ham s6 y = @' ¢6 tap xdc dinh la
R . Pé khio sit su bién thién clia né, ta
cdn xét ddu cua dao ham y' = ¢ Ina. Do
a' > 0 v6i moi x nén ddu cla y' tring véi
diu cua Ina. Mat khdc, theo tinh chit cua

logarittacédlna>0khi a>1valna<0
khi 0 < a < 1. BSi viy, ta xét hai  -m—eroigil |

4 -2-1]01 2 4
truong hop : 1

=7

e Truong hop a>1 Hinh 2.1

Trong truong hop nay ta ¢6 Ina > 0 nén y' > 0 v6i moi x. Do d6 ham s6 déng
bién trén R .

Ngudi ta con chitng minh duoe rang  lim a* =+ va

X=»40

lim & = 0. (4)

X——0

105



Gi6i han (4) chimg t6 d6 thi cha ham s6 y = @' ¢6 tiém can ngang (khi
x — —o0) la truc hoanh.

Ta c6 bang bién thién sau :

X —o0 0 +00
00

y=d (az1l)
o/

Ham s6 y = @' nhan moi gid tri thudc khoang (0 ; +o).

Hinh 2.1 thé hién dé thi ciia ham sé y = (\ﬁ)i Do thi cua ciac ham s6 mi voi

co sd a > | ciing ¢6 dang tuong tu. Chiing ¢6 chung céc dic diém dang chi ¥
sau day :

(i) Luon cét truc tung tai diém c¢6 tung do bang 1 (vi ta luén co d=1);

(ii) Nam hodn toan & phia trén cla truc hoanh (vi @' > 0 vé&i moi x).

o Truong hop 0 <a < 1
Trong trudmg hop nay, nguoi ta ciing ching minh duge rang  lim a* =+« va
X ==
lim a* = 0. (5)
X =400

a) Dua vao (5), hdy néu két luan
vé dudng tiém cén ngang cla do thi ham s
y= a.

b) Lap bang bién thién ciia ham s6 y = a" vdi

O<a<l.

Trén hinh 2.2, dudng nét lién thé hién dé

* , 1Y . .
thi cua ham s6 y = (E] . Dé thdy do6 thi

nay cling ¢6 cdc dac diém (i) va (ii) nhu
trong trudong hopa > 1.

Hinh 2.2



GHI NHO

Hims6y=a"
* Co tap xdc dinh 1a R va tap gid tri la khoang (0 ; +) ;
* Pong bién trén R khi a.:- 1. nghichbiéntrén R khiO<a<1;
* C6 d6 thi :
—bi qua diém (0; 1),
— Nam & phia trén truc hoanh,
— Nhén truc hoanh lam tiém can ngang.

D6 thi ¢6 mot trong hai dang néu & hinh 2.3,

Hinh 2.3
b) Ham so y = log,x

Ta da bi€t ham s6 y = logx ¢06 tap xdc dinh 1a khoang (0 ; +0) va trén khoang

d6 n6 c6 dao ham la y' = ‘= .
6 no ¢ dao ham 1a y' = (log,x) e

Tuong tu ham s6 mi, dé xét ddu ctia dao ham, ta xét hai truomg hop : @ > 1 va
O<a<l.
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Mot s6 két qua khao sat ham s6 y = log,x dugc ghi lai trong bang sau :

. HamsSy=logx véia>1 | Hamsy=log,x vii0<a<l
* y' >0 véi moix € (0; +w0) *y' <0 vGi moix € (0; +0)

* Ham s6 dong bién trén (0 ; +90) * Ham s6 nghich bién trén (0 ; +0)

va nhan moi gia tri thuéc R vii nhin moi gid tri thuéc R
* lim log,x = —x (6) * lim log, x = 4o (7)
r—0" x—0"
* lim log, x = +w e lim log,x = —o
X400 X=—>400

Cic gi6i han (6) va (7) chimg to rang trong ca hai truong hop, dé thi cia ham

56 y = log,x déu ¢6 tiém can dimg (khi x — 0") 12 truc tung.

Trén hinh 2.4, dudng nét lién thé y
hién dé thi cia ham s6 y = log,x
(cac ham so logarit co s6 a voi a > |
c6 dang tuong tu), dudng nét dut
thé hién d6 thi cha ham
s6y = log, x (cdc ham so logarit

2

cosoavoi0<a<codang t-m:mg
tu). Ching ¢6 chung nhimg dac

diém ddng chi y sau :

(i) Ludn cat truc hoanh tai diém
(1;0) (vilog,l =0 v6i moia) ;

Hinh 2.4

(i) Nam hoan toan vé bén phai truc tung (vi log,x chi xdc dinh khi x> 0).

@ Dua vao bang trén, hay Iap bang bién thién cia ham sd y = log,x trong moi

truong hop a > 1 va 0 < a < 1. Kiém nghiém céac tinh chét duge néu trong bang do
qua dé thi hinh 2.5.



GHI NHO

Ham s6 y = log x
* C6 tap xdc dinh 1a khoang (0 ; +o0) vatap gidtrila R ;
* Pong bién trén (0 ; +o0) khi @ > 1, nghich bién trén (0 ; +0)
khiD<a<1;
* C6 do thi
— Di qua diém (1 ; 0),

— Nam & bén phai truc tung,
— Nhin truc tung lam tiém cén ding.

D6 thi c6 mot trong hai dang néu & hinh 2.5 (dudng lién nét).

a>1
a) b)
Hinh 2.5
Nhdn xét '
Néu goi (G,) 1a dé thi cha ham s6 y = a" y E;v; W),
va (G,) 1a d6 thi ctia ham s6 y = log,x thi )
(G,) va (G,) ddi xiing véi nhau qua dudng fr‘: \}(,, o2

phan gidc (/;) clia géc phan tu thi nhat. ;/3’
That vay, xét diém M(p ; g) bat ki, diém i : . )
doi ximg voi M qua (1)) la diém M'(q ; p), ' :
taco (h.2.5): ¥
Mp:q) e G) e qg=d & p=logg

< Mg ; p)e (G). Hinh 2.6
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Diéu dé did chiing minh nhan xét trén. Ta ciing ¢6 thé kiém nghiém lai nhan
xét nay d6i vdi hai him s6 y = log,x va y = 2° (h. 2.6) bang cich gép to gidy
theo duong (/).

/SUTANG TRUBNG (HAY SUY GIAM) MU
4

o

Thé& nao la ting trudng (hay suy giam) ma ?

Trong bai hoc §4, ta da lam quen v@i van dé Iai kép lién tuc. Trong thuc té, nhiéu
hién tuogng tu nhién, xa hoi co tinh chét tang trudng (hay suy giam) tuong tu nhu van
dé 1ai kép lién tuc, chang han: van dé tang trudng dan sd, van dé sinh soi cla vi
triing, van dé phan huy cla cac chat phong xa,... Cac van dé trén dugc goi 1a van dé
tang trudng (hay suy gidgm) ma.

Vé thuc chét, su tang trudng (hay suy giam) mi dugc ddc trung bdi mét ham sé ma
dao ham cla no tai mdi diém déu ti 1& véi gia tri clia ham sé tai diém d6 véi hé sé ti
I& khéng déi, tic 1a ham sé y = f(x) thoa man diéu kién

f(x) = kf(x) (1)
(xét trén mot khoang nao do) trong do & 1a mét hang sé khac 0 nao doé. Sé k dudc goi
l& t/1é tang trudng khi k > 0 va dudc goi 1 7 1é suy giam khi k < 0.
Ta s& chimg té rang ham s6 y = f(x) thod man diéu kién (1) khi va chi khi nd
cd dang

y = Ce®* (véi C 1a hiing s6 tuy ), (2)

That vay, dé thdy ham s6 v = Ce™" (C 1a hing s8) ludn thod man diéu kign (1).
Ngugc lai, gia st y = f(x) la ham s6 thoa man diéu kién (1).

Khi d6, néu dat C(x) = -'Eg tdcla f(x) = C{.a"}ch— thi theo (1) ta co :
e

k

£1x) = C'@0e® + ke = C'0e® + k(x) = k).

Tur dé suy ra C'(x)e’ =0. Tde 1a €'(x) =0 (véi moi x thudc khodng dang xét). Vay
C(x) phaila mét hang sé C nao d6 va do db fix) = ce O

Dé thay C la gia tri cia ham s6 f tai x = 0 nén C con dudc goi la gia tri ban dau.
Trong cong thic 14i kép lién tuc thi gia tri ban dau chinh 1a sé von ban dau gii vao
ngan hang (C = A), kla |ai sudt méi ndm (k = r) va x1a sé nam gl (x = N).



47.

Chu ki ban huy (ban ra) cta chat phéng xa
Trong céng thifc (2), néu k < 0 thi ham s6 y = CeX* mé ta su suy giam ma. Mét vi du
dién hinh cho su suy gidm mil la su phan huy cla cac chét phong xa.
Gia sir c6 mét lugng chat phong xa ban déu 14 u, lugng chat phéng xa con lai tai
thai diém 1 14
u(t) = .r.'nek"
trong d6 k < 0 la hé s6 suy giam (trong Vat Ii, s6 |k| goi la hang sé phong xa)
Ta dat i) = u(ty) va up = ulrp) va xét ti s6

K&t qua d6 ching té rang ti s6 gilfa hai lugng phong xa con lai tai hai théi diém ¢, va
t; chi phu thudc vao higu sé 1, — f, ma théi. Biéu dé cho phép ngudi ta dua ra mét

khai niém goi la chu ki ban huy (ban ra) cia chat phéng xa, dé la khoang thdi gian
ma lugng chét phéng xa dé phan huy di chi con lai mét nlra. Néi cach khac, chu ki
ban huy la khoang thai gian s =1, —#; sao cho

B _1_ ks (3)

2

. -In2 —-In2 " - giieg oy . .
Tu3)tacd s = —— hay k = —-=, Nhu vay, néu biét chu ki ban huy ctia mot chat
; p

phong xa thi ta cling tinh dugc hé sé suy gidm cla chat phéng xa do. Chang han,
chu ki ban huy cla radium 1a 1550 nam nén hé sé suy gidm cla radium |a
~In2

Céu hoi va bai tap

Khoang 200 nam trude, hai nha khoa hoc Phép
la Clo-zi-ut (R. Clausius) va Cla-pay-rong
(E. Clapeyron) da thdy rang dp sudt p cua
hoi nude (tinh bang milimét thuy ngén,
viét tat 124 mmHg) gay ra khi n6 chiém

Han nudie

khoang tréng phia trén cua mat nuée chia ‘ R = _ _
trong mot binh kin (h.2.7) dugc tinh theo e =
cong thic

k

1+273 Hinh 2.7

il



trong d6 ¢ 1a nhiét do6 C cha nude, @ va k 1a nhing hing s6. Cho biét
k~-2258,624. .

a) Tinh @ biét ring khi nhiét do clia nudc 1a 100°C thi 4p sudt cia hoi nudc
la 760 mmHg (tinh chinh xdc dén hang phén chuc).

b) Tinh dp sudt cha hoi nuée khi nhiét do clha nuée la 40°C (tinh chinh xdc

dén hang phan chuc).
48. Tim cac gidi han sau :
2 3x+2 2x _ _5x
) T b) lim ——=
x—0 X x=>0 X

49. Tim dao ham cua cdc ham s6 sau :
a)y=(x— e ; b)y=x" Vet +1;
_ 1 X -x\ . _ 1 X —-X
c)y—E(e —-e ), d}y—:,i(e +e ]
50. Trong céc ham s6 sau ddy, ham s6 nao dong bién, ham s6 nao nghich bién trén R ?

(] o)

51. Vé dé thi ctia cac ham so sau :

ayy=(~2) ; b)y= (ET-

3

I . " s - =
52. St dung cong thic L(dB) = lﬁlngl,— (xem bai doc thém "Logarit trong mot s6
0

cong thite do luong” tr.99), hay tinh gin ding, chinh xic dén hang don vi, d§

16n (dB) ctia &m thanh c6 ti s6 [i cho trong bang sau roi dién vao cot con tréng :

0
STT Loai &m thanh ]%- - Do 16n (L)
1 Ngudng nghe ]
2 Nhac ém diu 4000
3 Nhac manh phat ra tir loa 6.8. 10°
4 | Tiéng may bay phan luc 23.10"
5 | Ngudng dau tai 10"
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53. Tim céc gidi han sau :
In(1 + x%)

=

R i b) K
x—0 X x—)

54. Tim dao ham cua cac ham s6 sau :

a)y=3x- 2)]n2:c : b)y= Va? +1 I’

2
L dyy= G2+
I+ x -

55. Trong cdc ham s6 sau day, ham s6 nao dong bién, ham s6 nao nghich bién
trén khoang xdc dinh cta né ?

c)v=x.In

a)y=log, x ; b)y=log x viia= R
=0 T 33-2)’

56. Vé do thi cua cdac ham so sau :

a)y=log 5 x : b) y = log, x.
3
60 4
Skl

UGSC TiNH DAN SO VIET NAM

Nam 2001, dan sé nudc ta khoang 78 690 000 ngudi. Theo cong thlc tang trudng
m, néu ti I1é tang dan sé hang nam lubn la 1,7% thi ude tinh s& dan Viét Nam x nam

sau sé [a 78 690 000.e""'7" (ngusi) = 7.869.e"Y17* (chuc triéu ngusi). D& phan nao
thdy dugc mic dé tang nhanh cla dan s, ta xét ham sé

ﬂ).'} -78 69-eﬂ,ﬂl?x-

D6 thi cla ham sd v =f(x) (h.2.8) cho thdy khodng 30 nam sau (tic la khoang
nam 2031), dan s6 nudc ta sé vao khodng 131 triéu ngudi, tic 14 tang gép rudi.
Chinh vi vay, dé dam bao nén kinh té phat trién bén viing, Dang va Nha nudc ta luén
quan tdm dén van dé dan sé va ké hoach hoa gia dinh.
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¥ ¥ chuc triéu ngudi)

Hinh 2.8a
D6 thi ham 56y = fix)

0 10 20 30 (nam)

Hinh 2.8b
Hinh anh phéng to mét phan cua h.2 8a



