KHAO SAT SU BIEN THIEN VA VE
PO THI CUA MOT s6 HAM PA THUC

1. Cac budc khao sat sy bién thién va vé dé thi cia ham so

Trong hai bai §6 va §7 ta sé sir dung nhitng diéu da trinh bay trong cic bai
trude dé khao sdt su bién thién va v& dé thi ctia ham s6. Ta sé& chi dé cap dén
mot s6 ham s6 don gian. Khi khao sdt va vé dé thi cia ham s6, ta tién hanh
cac bude sau day :

1°. Tim tdp xdc dinh cua ham s6.

2°. Xét su bién thién cuia ham sd

a) Tim gidi han tai voé cuc va gidi han vo cuc (né€u c6) cua ham so.

Tim cdc dudng tiém can cua do thi (néu co).

b) Lap bang bién thién cia ham sd, bao gém :

Tim dao ham cta ham s6, xét didu dao ham, xét chiéu bién thién va tim cuc tri
cua ham s6 (néu ¢d), dién cdc két qua vao bing.

3°. V& d0 thi ctua ham s6

e V& cac duding tiém can ctia do thi (néu cd).

e Xdc dinh moét s6 diém dic biét cha dé thi, chang han tim giao diém cla dé
thi v6i cdc truc toa do. (Trong truong hop dé thi khéng cit céc truc toa do hoic
viéc tim toa d¢ giao diém phiic tap thi bo qua phén nay).

e Nhan xét vé d6 thi : Chi ra truc va tam déi ximg cta dé thi (néu c6, khong
yéu ciu ching minh).

2. Hamsé y=ax® + bx* +ex +d (@a#0)
Vi du 1. Khao sdt su bién thién va vé do thi (¢) ctia ham s6
y =-;i(13 —3x% - Ox-35).
Gidi
1°. Ham s6 ¢6 tap xéac dinh [a [R.

37



38

2°. Su bién thién cua ham s6
a) Gidi han cua ham sé tai vo cuc

lim y=-o0va lim y= 400,
X —» =0 X =+

b) Bang bién thién

Ta co y' =%(3x2 —-6x-9) ;

y'=0& x> -2x-3=0 x=-1 hoic x = 3.
X —00 =1 +00
¥ - 0 - 0 +
0
y / \‘ /+CC'
~0 -4

Ham s6 doéng bién trén moi khoang (—oc;—1) va (3 ;+w), nghich bién trén
khoang (-1 ; 3).

Ham s6 dat cuc dai tai diém x=—1 ; gid tri cuc dai ctia ham s6 la y(=1) = 0.
Ham s6 dat cyc tiéu tai di€ém x=3 ; gid tri cuc tiéu ctia haim s6 la
y(3) = 4.

3°. Do thi (h.1.13)

Giao diém cua dé thi véi truc tung la

diém [0:— %) Ta c6

y=0 e @+ 1) x=-5=0
< x=-1 hoicx=35.

Viay d6 thi va truc hoanh cé hai
diém chung la{-1:0) va (5 ; 0).
Ngoai ra d6 thi con di qua mot diém
dac biét goi la diém uén ctia né ma
ta sé dé cap sau day.

Hinh .13



Piém uon cua do thi
Goi U la diém thudc do thi (¢) trong vi du 1 c¢6 hoanh do la nghiém cua

phuong trinh y"' =0. Tacé y" = %(61 -6):y'=0 x=1.

Toa do cuia diém U 1a(1;-2).

C6 thé chimg minh dugc ring trén khoang (—;1) dudng cong (¢) nam phia
du6i tiép tuyén cua (€) tai U, con trén khodng (1; +o0) dudng cong (¢) nam
phia trén tiép tuyén d6. Ngudi ta néi ring tiép tuyén tai diém U xuyén qua
dudng cong. Diém U dugc goi 1a diém uon cha dudng cong ().

Mot cdch tong qudt, ta cé khdi niém diém uén nhu sau :

Diém U(x,; f(xy)) duge goi la diém udn cia d6 thi ham s6 y = f(x) néu
t6n tai mot khoang (a: b) chita diém x, sao cho trén mot trong hai khoing
(a;xy) va (xy: b) ti€p tuyén cua d6 thi tai diém U nam phia trén dé6 thi con

trén khoang kia ti€p tuyén nam phia dudi dé thi (xem bai tap 30). Ngudi ta n6i
ring tiép tuyén tai diém u6n xuyén qua dé thi (xem hinh 1.13). B¢ tim diém
uon cta do thi cé thé sir dung diéu khang dinh dd duge ching minh sau day.

Néu ham s6' y = f(x) cé dao ham cdp hai trén mot khodng chita diém xg,
f"(x) =0 va f"(x) doi ddu khi x qua diém x, thi U(xy; f(xg)) la mot

diém uon ciia do thi ham s6'y = f(x).

- gy Emewew 1 4
Vidu. Tim diém udn cua do thi ham sé f(x) = -3 Pl B, S 3

Giai. Taco f'(x) = i 2%+ 3, f'(x) = -2x+2 va f"(x) =0 tai diém
xo = 1. Vi f"(x) ddi ddu (tir dvong sang 4m) khi x qua diém x, = 1 nén
U(1;5) 1a diém uén cua dé thi ham s6 da cho. O
Dé chimg minh dugc rang :
Pé thi cua ham sé bdc ba f(x) = ax® + bx* +ex+d (a#0) luén cé mot
diém uén va diém dé la tam déi ximg cia do thi.
Vi du 2. Khdo sét su bién thién va vé do thi cua ham so

y= —x° +3x% —4x +2.
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Giai
[". Ham s6 c6 tap xac dinh la R.

2°. Su bién thién cta ham sé
a) Gidi han cia ham s6 tai vo cuc
lim y =40 va lim y = —o0,

X=3—00 X—ptm”
b) Bi'lng bién thién
Taco y'=-3x2 +6x—4

Vi y' <0 v6i moi x € R nén ham s nghich bién trén B. Him s6 khéng co

cure tri.

+00
¥y \

—o0
3°. Do thi (h.1.14)
e Diém uon
Bd{} ham cap hai cia ham s6 Ia
= —6x + 6.
y'=0 tai difm x=1 va y" d6i
dau tir duong sang 4m khi x qua
diém x =1,
Vay U(1;0) la diém u6n clia dé thi.
e Giao diém cta do thi véi truc toa do
Giao diém cta dé thi véi truc tung 12 =
5 : - ) X
diém (0 ; 2). )
Phuong trinh y = 0 hay
(x—1)(x* =2x+2)=0 c¢6 nghiém
x=1.
Do d6, do thi cit truc hoanh tai diém
(1;0). Hinh 1.14

Nhdén xét : D6 thi nhan diém uén U(1 ; 0) 1am tam dai ximg.



3. Ham so trung phuong y = ax® + bx? + ¢ (a # 0)
Vi du 3. Khdo sat su bién thién va vé dé thi ctia ham s
y=xt-2x%-3.
Giai
1. Ham s6 ¢6 tap xic dinh 1a R.
2°. Su bién thién ctia ham s6
a) Gid6i han caa ham sé tai vo cuc

lim y=+40 va lim y= +oo,
A —»—0 X =300

b) Bang bién thién
Taco y' = 4xd —dx = 4x(x? - 1) ;

y'=0¢ x=0 hoic x =1 holicx=-1.

X | =0 ~] 0 | i

y' = 0 + 0 - 0 -

-3
y +00 \ / \ / 40
=" —4

Ham s6 nghich bién trén méi khoing 1 "

(—o0;—1) va (0;1), déng bién trén

moi khoang (—1;0) va (1;+»).

Ham s6 dat cuc dai tai diém x = 0, gi e

tri cuc dai ctia ham s6 1a y(0) = -3. 3 0 i X
Ham s6 dat c:lrc ti€u tai cic diém

x =+1, gid tri cyc tiéu ctia ham s6 1a
y(*1) = 4.

|
L]
_.______.._.______|';|i‘]

e e i

3°. D6 thi (h.1.15)
* Diém udn

——— e e e ———

Tacé y"=12x% — 4.
Hinh 1.15
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V3 V3

y" =0 tai cic diém x; = = B =7 va y" d6i dau khi x qua mdi

diém x; va x,.

8, 5) o2

Do dé U, [~-—:-3- —-;—3§J la hai diém uén cha do thi.
3 9 3 2.4 -

e Giao diém cua d6 thi véi truc tung 1a diém (0; —3).
Ta c6 _3:=0<::>J:=ir\ﬁ.
Vay d6 thi cit truc hoanh tai hai diém (—/3 ; 0) va (V3 ; 0).

Nhdn xét : Ham s6 da cho 1a ham s6 chdn nén d6 thi cta n6é nhan truc tung
lam truc d6i xing.

Vi du 4. Khdo sdt su bién thién va vé do thi cia ham s6
y= Y- 43

Giai

1°. Ham s6 ¢6 tap xdc dinh 12 R.

2°. Su bién thién clia ham s6

a) Gi6i han ciia ham s6 tai vo cuc

lim y=—0 vd lim y = —o0,
X—»—20 A—p4=00

b) Bang bién thién
Ta c6 y' = —4x] —4x = —4x(x* +1);

y=0<x=0.

X -0 0 +00
-\.! ! i ﬁ —
i,
V / \
—a0 =00




Ham s6 dong bién trén khoang (—oo ; 0) va
nghich bién trén khoang (0 ; +o0).

Ham s6 dat cuc dai tai diem x =0 ; gid
tri cuc dai cua ham s6 1a y(0) = 3.

3°. Do thi (h.1.16)

Giao diém ctia dé thi véi truc tung 1 diém
(0:3). Tacé

y=0& x ==£l.

Viy d6 thi cit truc hoanh tai hai diém 1l
(—-1:0) va(l;0).
Nhan xét : Ham s6 da cho la ham s6 chin 5l
nén doé thi cia né nhan truc tung lam truc
doi xung.
CHU Y Hinh 1.16

Goi () 1a d6 thi chiaham s6 y = ax” + bx*> + ¢ (@ = 0).
Ngudi ta chimg minh duoc ring
1) Néu phuong trinh

f'(x)=0 (1
¢O0 hai nghiém phan biét x = +x; (x; > 0) thi do thi (¢) c6 hai
diém udn U,(xy; f(x)) va U,(=xy: f(=x,)) do6i xiing véi nhau
qua truc tung.
2) Néu phuong trinh (1) ¢6 mot nghiém kép hoac vo nghiém thi do
thi (¢) khong c6 diém udn,
(D€ théy rang d6 thi ham s6 trong vi du 4 khong c6 diém u6n).

Cau hoi va bai tap

40. a) Khao sdt su bién thién va vé dé thi cia ham s6
y= x> +3x% -4
b) Viét phuong trinh ti€p tuyén cla dé thi tai diém uén.
¢) Ching minh ring diém u6n la tam déi ximg cha dé thi.
43



41. a) Khao sdt su bién thién va vé do thi cia ham so

y=—x>+3x% -1,
b) Tuy theo cdc gid tri cta m, hdy bién luin s6 nghiém ctua phuong trinh

.
—.r3 +3x" —-1=m.

42. Khao sdt su bién thién va vé do thi cua cac ham s6 sau :

_r3—.r2—3_r—§; b]_v=.1:3-3x+];

|

a)y =

1 2
c)y= —EJ:P‘ +x° —2x-—

w2

d)y = X =3x% +3x+ 1.
43. a) Khao sit su bién thién va vé dé thi cia ham s6
y=—x*+2:% =2
b) Tuy theo cic gid tri cua m, hay bién luan s6 nghiém cua phuong trinh

5
~x*+2xt-2=m.
¢) Viét phuong trinh tiép tuyén tai cdc diém uon cta do thi & cau a).

44. Khao sit su bién thién va vé d6 thi ctia cdc ham s6 sau :

a) 3= _1-4 _3_-.;2 42 " b)y= —.1'4 = 2.1‘2 +1.

Luyén tap

45. a) Khao sat sur bién thién va vé do thi cia ham s6
y=x -3 +1.
b) Tuy theo cic gid tri ctia m, hay bién luin s6 nghiém cta phuong trinh

© o3 im+2=0.
46. Cho him so6

y=(x+ l]{_r2 + 2mx + m + 2).

a) Tim céc gid tri cta m d€ d6 thi cta ham s6 da cho cit truc hoanh tai ba
diém phan biét.

b) Khao sdt su bién thién va vé d6 thi ciia ham s6 véi m = —1.



47. Cho ham so
y= Xt —(m+ I:Ur2 + m.
a) Khao sit su bién thién va vé do6 thi cia ham s6 véi m = 2.

b) Chimg minh rang dé thi cua ham s6 da cho luén di qua hai diém c6 dinh
vGi moi gia tri cua m.

48. Cho ham so
y = = 2mx? 4 2m.
a) Tim cdc gid tri cuia m sao cho ham s6 ¢6 ba diém cuc tri.
b) Khao sit su bién thién va vé d6 thi cia ham s6 véi m = % Viét phuong

trinh tiép tuyén cua do thi tai hai diém uén.



