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GIOI HAN CUA DAY SO (5 tiét)

A. MUC PICH, YEU CAU

— Biét khdi niém gidi han cua day so, chu yéu thong qua cdc vi du va minh
hoa cu thé. Biét dinh nghia giéi han diy s6 va van dung né vao viéc giai
mat sO bai todn don gian lién quan dén gidi han.

— Biét cic dinh 1i vé gidi han trinh bay trong SGK va biét van dung ching
dé tinh gidi han cla cdc day so don gian.

— Biét khdi niém cip s6 nhan bi vé han va céng thic tinh téng clia né. Biél
nhéin dang cdc cdp s6 nhén lui vé han va van dung cong thiic vao giai mot
0 bai todn lién quan c6 dang don gian.

B. NOI DUNG BAI HOC

Khai niém gidi han 0

DPinh nghia chinh xdc vé khdi niém gidi han hiru han cha diy s6 cé thé
dugc phdt biéu nhu sau :

So'a dwoe goi la gidi han cua day s (u,) néu vai moi € > 0 bé tuy y, ton tai

56 nguyén duong N sao cho vai moi n > N, ta déu cé | H,—da <&

Kihiéu : lim wu, = a hayu, — a khin — +ee.
H—too



Tuy nhién, nhur di trinh bay trong phan trude, SGK trinh dung dinh nghia
theo ngdn ngit £ N, ma dua vio dinh nghia dudi dang mo ta sau day.

Ta néi day so (u,) cé gioi han la 0 khi n ddn tdi dwong vo cuc, néu |u,| cé
thé nhé hon mot s6 dicong bé tuy ¥, ké tir mot s6 hang nao doé trd di.

Kihiéu: lm u, =0 hay u, — 0 khi n — +eo.
H— e

A
Dinh nghia nay duoc hinh thinh theo con dudng quy nap qua hoat dong j%1.
Muc dich cia hoat dong nay la lam cho hoc sinh hiéu mét cich truc gidc
khdi niém gidi han 0.
Trong hoat dong, ca ba mat truc gidc s6, truc gidc hinh hoc va suy luan déu
duge dé cip nhim hinh thanh & hoc sinh hinh anh ban diu vé khai niém
gidi han 0 cha diy so. Tuy nhién, mit suy ludn chi duge dé cap cé mic do.
Cu thé, viéc khiang dinh |un| nho hon mot s6 duong bé tuy v ké tir mot so6
hang nao d6 tro di, chi duge yéu cdu vdi hai s6 duong cu thé cho trude la
0,01 va 0,001 théng qua khdi niém khoang cach. Tuan thi quy dinh cua
chuong trinh, hoat dong }Q‘l khong yéu cdu gidi quyét trudng hop tong
quat doi voi sé duang € bat ki.
Tuy nhién, mudn di dén khdi niém giéi han 0, hoc sinh lai can hiéu duoc
ménh dé téng qudt : "|u,| nho hon mot s6 duong bé tuy ¥, ké tir mot s6
hang nao do trd di". Dé khac phuc mau thuin nay, ngay sau khi giai quyét
xong ciu b cua hoat dong ﬂ], gido vién nén khang dinh véi hoc sinh rang,
ta cé thé chiing minh dugc ménh dé tong quét, nhung & day ta thira nhén.
Viéc trinh bay hon hop "truc gidc — suy ludn" nhu vay cho phép dam bao
dugc ca tinh sur pham va tinh chat ché todn hoc trong viéc khing dinh tinh
chét co ban cua day s6 da cho.
Nhu vy, nhiém vu chu yéu cta gido vién trong hoat dong nay 1a :
— Hudng din hoc sinh giai quyét cdc vin dé di néu trong hoat dong ﬁ,l
— Sau khi céc vin dé da duge giai quyét, gido vién nhidn manh dic trung
"|u,| nhé hon mot s6 dwong bé tuy ¥, ké tir mot s6 hang nio d6 trd di”. Sau
do, thong bdo rang vdi dac trung nay, (u,) duge goi la c6 gidi han 0 khi n
dén téi duong vo cuc.
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Sau khi hoan thanh hoat dong }QQI gido vién ¢6 thé yéu cdu hoc sinh phdt
biéu dinh nghia khai niém gidi han 0 cta diy so va gitp hoc sinh chinh sira
lai phét biéu nay dé di dén dinh nghia chinh thite, hodc don gidn hon 14 yéu
cdu ho doc dinh nghia trong SGK.

Tiép xiic 14n didu véi mot khdi niém cia Giai tich, gin lién vdi tu tudng vo
han, chic chin hoc sinh sé gip nhiéu khé khin. Do viy. diy s6 trong hoat
dong M1 di duge chon khé don gidn.

Tuy nhién, vdi diy s6 ndy. hoc sinh ¢6 thé ¢6 quan niém sai léch ring :
Néu diy so (u,) c6 gidi han la 0, thi u, phai la diy don diéu va dan téi 0
chi tir mot phia, thim chi u, phai duong.

Pé khac phuc khi€ém khuyét niy va cing ¢6 dinh nghia ciing nhu hinh énh
ban diu vé gidi han 0, SGK da trinh bay thém Vi du 1, trong dé day so

n

duge chon 1a mot day dan d:f-i'u[(_2 J Day s6 nay van duge mo 1 trén ca
n

hai phuong dién truc gidc s6 va truc gidc hinh hoc.

Trude hét cin lvu ¥ ring trong Vi du 1, vin dé khong phai 1a vin dung

dinh nghia dé tim gidi han hay chimg minh mot diy s6 ¢6 gidi han 0, ma la

minh hoa va gidi thich cho dinh nghia. Do dé, can thiét phai thira nhan

ngay tir du la "Ngudi ta ching minh duoge ring  lim w, = 0". Chon cich
N — e

trinh bay vi du nhu vay ciing nham muc dich tranh ngon ngir £, N.

Qua hoat dong }@Ql va Vi du 1, gido vién cin lvu y hoc sinh rang (u,) cd
thé la diay khong don diéu va c6 thé dén vé 0 tir bén trdi, hay tir bén phai,
hoéc tir ca hai phia.

Gidi han lasé a
Khai niém giéi han g duge dinh nghia thong qua khdi niém giéi han 0 va

theo con dudmg suy dién (nghia la phat biéu ngay dinh nghia, sau dé trinh
bay vi du cung cd).

C6 thé dinh nghia khdi niém gidi han a nhu sau ;
"Ta néi ddy 56 (v,) ¢é gioi han la 56 a khi n ddan toi diwong vé cuc, néu voi

. * - b
moi ne N, v,=a+u, trongdé lim u, =0."

H—+e=

n:



binh nghia nay ¢6 uvu thé 1a né dinh hudng mot phuong phédp tim gidi han

clia mot s6 didy s6 ma khong bi han ché vao kiéu bai todn "Chitng minh
2

I , ta lam nhu sau :

rang lim v, = a". Chang han, dé tim lim
e e n—tea N

L 2n+ 1 2n+1 _

=2+l\-’ﬁ lim l=I[Jn=§n lim 2.

1 n n=—+ca 1 —rtos i

Tuy nhién, ta khong nhdn manh viéc sir dung dinh nghia dé tim gidi han.

Do vay, SGK chon phuong dn dua vao dinh nghia nhu sau :

"Ta noi day so (v,) cé gici han la s6 a (hay v, dan toi a) khi n — +e= néu
lim (v, —a)=0."

H—+ea

Thuat ngir "v,, dan tdi a" duge dua vio nham thuan tién cho viéc dinh nghia

mot 6 khdi niém vé giGgi han cliia ham s6.

Luuy : Kihiéu lim u, = a thé hién khd ddy di méi quan hé giita cdc doi
H—r 4=

tugng c6 mat trong dinh nghia, nhung lai kha phic tap vé cdch viét. Va lai,
khdc v6i gidi han ham s6, d6i vai gidi han cia day s6, ta chi ¢6 duy nhél
mot truong hgp n — + oo, Vi thé, dé don gian, ngay sau dinh nghia khdi

niém gidi han khéc 0, ta quy wéc viét tat 1a lim u, = a.

Quy udc nay duge dp dung cho ca trudng hop gidi han teo,

aF AT A 5w &
Téng clia cdp s6 nhan 10i vd han

Vi khdi niém nay, nén dimg lai & miic mo ta khai niém nhu trong SGK la
du, ma khong céin trinh bay mot muc riéng vai tiéu dé "Dinh nghia”.

Gidi han vo cuc

Tién trinh dua vao khai niém "Gidi han +ee" twong tu nhu doi vai khii
niém gidi han 0, nghia la bang con dudng quy nap. Qua hoat dong ;@iz cén
nhéin manh tinh chat dac trung cia day s6 da cho, dé 1a "u,, ¢d thé lén hon
mot 56 dicong bdt ki, ké tir mot s6 hang nao dé tro di"'. Chinh vi thoa min
tinh chit nay ma day s6 trén duoc goi 1a cé gidi han +ee khi n din tdi
duong vo cuc. Tir d6, yéu cdu hoc sinh phdt biéu dinh nghia téng quat,
gitip cdc em chinh sira phdt biéu nay dé di tdi dinh nghia nhu trong SGK.
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Céu hoi b) trong hoat dong ﬁz ¢6 muc dich tao ra & hoc sinh mot dn tuwong
rang u,, c6 thé 16n mot cich tuy ¥, vi ta thudng cé cam gidc khoang céch tir
Trai Pat t&i Mat Trang thuc su rat 1on.,

Ddp dn cua hoat dong )QQZ :
a) Khi n tang 1én vo han thi u,, ciing ting 1&n vo han.

b) n > 384.10'",

Tuong tu trong hop cia gidi han 0, can lvu § rang trong Vi du 6, van dé
khong phai la van dung dinh nghia dé tim gidi han hay ching minh mot
day s0 ¢6 gidi han +ee, ma giai thich cho dinh nghia, nhat la giai thich cho
thudc tinh "ldn hon mér sé dwong bdt ki, ké tir mot sé hang nao dé tra di'.
Vi thé, SGK ciing thira nhin ngay tr diu 13 "ngudi ta chimg minh duge

rang lim u, = 4",
N—+eo

Khdi niém "Gi6i han —ee" ¢6 thé duge dua vio mot cdch tuong ty nhu
khdi niém "Gidi han +e=". Tuy nhién dé don giin va laim néi ré moi quan
hé giira hai khai niém nay, SGK da dinh nghia gidi han —ee thong qua gidi
han +ee.

Cac dinh li vé gidi han

Cic gigi han diac biét va ciac dinh 1i vé giégi han duge thira nhan, khong
ching minh. Do dé, khong can mét thoi gian cho hoc sinh chép lai, ma nén
tap trung vao viéc phin tich dac trung cua ching. Pac biét 1a danh thoi

gian thich dang cho viéc trinh bay cic vi du va cac bai tap dp dung. Lam
nhiéu bai tap 1a cdch t6t nhit dé hoc sinh nam dugc cdc dinh Ii nay.

Véi Vi du 3 ngay sau Dinh Ii 1, 1an ddu tién hoc sinh hoc van dung dinh 1i.
Do dé, nén trinh bay 1&i gidi chi tiét nhu trong SGK, dé hoc sinh hiéu riing
thoat tién, ta chua biét duogc cdc day s6 tng vai tlr s6 va méu s6 ¢d giGi han
hay khong, nén chua thé dp dung duoc Pinh Ii 1. Vi thé, ta tim cich lam
xudt hién cac day so co gidi han ma ta da biét trude do. Pay chinh 1a 1i do
chia tir 6 vi miu s6 cho n°. Viéc kiém tra sau doé xédc nhan cdc diy so tng
vai fir 86 va méau s6 co gidgi han hitu han mdi cho phép ap dung dinh 1i vé
gidi han cia mot thuong. Diéu niy gidp hoc sinh hiéu ré hon dinh 1i va
diéu kién dp dung no.



Tuy nhién, trong Vi du 4, 1&i giai lai duge trinh bay rit vin tat véi dung v
dua ra mot quy wdc ring vé sau chi cin ghi 1&i gidi nhu viy, ma khong cin
néu cdc bude trung gian.

C6 nhiéu dinh 1i thé hién moi quan hé gilta gidi han hitu han 14 s6 @ va gidi
han tee, Ching la co sd cho viée tim gidi han cua tich hay thuong hai day
$0. Tuy nhién, vi Ii do giam tdi, nhitng dinh 1i nay chi dugc trinh bay déy
du hon trong phin giéi han cia ham s6. Phin giGi han day so chi dé cap ba
truong hop don gian (Pinh 1i 2).

Néu gidi han a < 0, thi chuyén vé trudng hop giéi han hiru han 1a s6 duong
va ap dung tinh chit limu, = 4o & lim(-u, ) = —e=.

C. BAITAP

Bai tip nay khong chi cho phép thé hién tng dung thuc té cua khai niém
gidi han trong mot mon hoc khiac (Viat 1i), ma con ¢d tic dung cung co
khéi niém gidi han cua diy s6. Cu thé l1a giip hoc sinh hiéu rd hon ¥ tudng
"nho hon mét s6 dwong bé ey ¥, ké tiv mét 6 hang nao dé trd di". Vi thé,
gido vién nén danh thai gian thich ding cho viéc giai quyét bai tap nay.

] ] ]
DS :a) u =E;u2 =1 y Uy =§;...

Bang quy nap. ta ching minh duoc u, = %
2

Céc truong hop khdc c6 thé dua vé trudng hop b) hoic ¢) cia Dinh 1i 2.
Vi du. Tinh lim(=n" + 21 — 1).

Giai. Ta co

3 3 2 1
-~ +2n=-1=-n {I-——2+—3].
n "
. 2 1 : B 3 - 3
Vi lim I——,,+—,,} =1>0 va lim(-n") = —e= nén lim(-n" +2n —1) = —e=,
L] i

-

L y. Loi giai day du va chinh xdc phai trdi qua ba budc :
1 1

s Nhin xét: uy = —, lin = —., Uiz = —.
; | 3 M 4 3 g

129



130

1
¢ Dy doan u, = —.

2"
* Chitng minh du dodn trén bang quy nap.
Tuy nhién, dé tip trung vio muc tiéu chinh mi bai todn nhim dén, khi
chira bai tap nay trén 1dp, ta ¢ thé thira nhan két qua dy dodn, nghia 1a bo
qua budc chimg minh bang quy nap.

n
b) limu, = lim(%) = 0 (theo tinh chdt limg" = 0 néu |¢| < 1).

Viu, — 0,nén |u,| = —l”- ¢6 thé nho hon mot s6 duong bé tuy ¥, ké tir mot
2

$0 hang nao dé tré di. Nhu vy, |u”| nho hon Lﬂ ké tir chu ki ng nao dé.
10

Nghia 14 sau mdt s6 ndm dng v&i chu ki nay, khoi lugng chit phong xa

khong con doc hai déi vai con nguoi.

Chui v. Vé nguyén tic, 1&i giai nhu trén di hoan chinh. Nhung dé hoc sinh

hiéu rd hon, nén bo sung vao 161 giai trén noi dung sau :

_— | "
Cu thé, muén — < —» ta cin chon g sao cho 2" > 10,
P4 10

Chang han, véi np = 36, thi 2°° = (2*)° = 16" > 10”. Néi cich khdc, sau

chu ki thir 36 (nghia 1a sau 36 . 24 000 = 864 000 (nam)), ching ta khong
con lo ling vé su doc hai cua khéi lugng chat phéng xa con lai.

¢6 thé nho hon moét s6 duong bé iy ¥, ké tir mot s6

ik
Vi lim— =0 nén
3 3
l n
hang nao dé tro di. (1)
1

Mat khéc, ta ¢6 |u, — 1| < — =
n

I i g
—3| v6i moi n. C2)
n

Tir (1) va (2) suy ra |u, — 1| ¢6 thé nhd hon mot s6 duong bé tuy ¥, ké tir

mot s6 hang nao do trd di, nghia lalim(u, — 1) = 0. Do d6, limu, = 1.
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D. KIEN THUC BO SUNG

Ta ¢6 thé dinh nghia khdi niém giéi han +eo v —co clla diy s6 mot cich

chinh xac nhu sau :

* Dy s6 (u,) dugc goi la cé gidi han +eo khi n dan téi duong vé cuc néu

voi sO duong M bat ki, ludn ton tai s6 nguyén duong ng sao cho

iy > M, Vn > ny,.

Ki hi¢u limu, = 4o,

* Day s6 (u,) duge goi la co gidi han —ee khi n dan téi duong vé cuc néu

vl s0 duong M bit ki, ludn ton tai s6 nguyén duong ng sao cho

u, <=M, Vn>ny.

Ki hiéu limu, = —ee.
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