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GIGI HAN CUA HAM SO (5 tiét)

A. MUC DICH, YEU CAU
— Bié&t khai niém gidi han ciia ham s6 va dinh nghia cGa né. Bi€t van dung
dinh nghia vio viéc giai mot s6 bai todn don gidn vé gidi han cla ham sd.
— Bié&t cdc dinh 1i vé giéi han cua him s6 va bi€t van dung ching vao viéc
tinh cdc gi6i han dang don gian.

B. NOI DUNG BAI HOC

Dat van dé vao bai hoc

Gido vién ¢6 thé khai thac hinh v& ngay dudi §2 dé dat vin dé vao bai hoc,
bing cdch lam r6 muc tiéu tong quit ma bai hoc nhim 161, dé 1a nghién
cttu moi quan hé gitta sy bién thién cia déi s6 va bién thién cua cic gid tri
tuong ing cta ham s6. Cu thé, nghién cifu xem néu bién s6 x iy nhiing gid
tri 1ap thanh mot day s6 dan téi a (hay tee) thi diy s0 tuong dng cua ham
6 y = fix) thay déi ra sao. N6i cdch khdc, khi x din t6i a (hay teo) thi fix)
thay doi nhu thé nao ?

Giéi han hitu han clia ham sé tai mét diém
Co thé dinh nghia khdi niém gidi han hiru han cta ham s6 tai mot diém doc
lap vai khdi niém gioi han coa day s6 thong qua ngon ngir £ d nhu sau :
Cho khodng K, xg¢ K va ham sd'y = fix) xde dinh trén K (hode K \{xy}).
So'L duoe goi la gioi han cua ham so'y = fix) khi x dan toi x; néu vai moi £> 0,
ton tai s6' 8> 0 sao cho |f(x) — L| < evdimoi x € K\[xg}va |x — x| < 8.
Ki hiéu lim f(x)= L hay fix) = L khi x — x;.

_'I.'—}.".'{J

Tuy nhién, vi i do su pham, dé trdanh khé khin cho hoc sinh, chuong trinh
yéu cdu trinh bay gidi han ham sd thong qua gidi han day sd. Tir do, dinh
nghia trong SGK la :

Cho khodng K chita diém xi va ham 56"y = f(x) xdc dinh trén K hodc trén
K\ {JL'G}.



Ta néi ham 56"y = f(x) cd gidgi han la s6 L khi x dan tdi xo néu voi ddy so
(x,) bdt ki, x, € K\ {xg} va x,, = xg, ta ¢ fix,) — L.
Kihiéu : lim f(x) =L hay fix) — L khi x = x;.

X=Xy
Pinh nghia nay tuong duong véi dinh nghia theo ngon ngit £ & di néu
@ trén.
Téng quat hon, trong ca hai dinh nghia c6 thé gia thiét ring ham s6 y = f(x)
xédc dinh trén tip s6 X v xp 1a mot diém giéi han cua X. Nhung déi véi bac
pho thong, ta chi han ché cho trudng hop X 1a mét khoang.
Hon nita, cdn luu v hoc sinh rang gia thiét "ham sé xdc dinh trén khodng
K" khong c6 nghia K 1a tap xdc dinh cta nd, ma thong thuong K co thé chi
la mét tap con cua tap xdc dinh. Tuong tu, néu ndéi "ham s6 y = flx) xdc
dinh trén K \ {xy}" thi phai hiéu rang no c6 thé xdc dinh tai x; hoac khong
xdc dinh tai diém nay.
N6i cdch khdc, trong dinh nghia chi can gia thiét "Cho khodng K chita diém
Xy va ham s6 y = fix) xdc dinh trén K \ {x3}" la du. Tuy nhién vi li do su
pham va tranh cho hoc sinh hiéu nhdm ring theo gia thiét ham s6 y = fix)
khong xdc dinh tai x;;, SGK da cho gia thiét nhu trong dinh nghia néu trén.
Khdi niém gidi han hitu han cta him s6 tai mot diém duoc dua vio theo
con dudng quy nap, thong qua hoat dong ,&l
Sau khi gidi quyét xong cau 2 trong hoat dong Rl, gido vién cin thong
bdo khéi niém c6 lién quan (nhung khong néu dinh nghia) ma yéu cau hoc

sinh thdo ludn dé phat hién thudc tinh ban chit clia khdi niém nay va trinh
bay mot phéc thio cua dinh nghia tong quit.
Dé tién loi vé sau, trong Dinh nghia | ta gia thiét him sé xdc dinh trén
khoang K, chi khong phai (a ; b).
Thuc ra, c6 thé xem (a ; b) nhu 14 mot khoang tuy ¥, nghia 1a xem a va b
nhu cic s6 thuc hay +es. Nhung dé tranh nhdm lin cho hoc sinh khi dp
dung cic dinh 1i vé gidi han, ta ngdm quy udc viét a, b hay L khi ching
hiru han.
Tuy nhién, viéc néi khoang K c¢é thé gay mo ho cho hoc sinh. Vi thé, trudc
hoac sau khi dinh nghia, gido vién nén luu ¥ hoc sinh rang K c¢é thé cé céc
dang nhu da néu trong SGK.
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Sau hoat dong }@gl va Vi du 1 céin luu ¥ hoc sinh ring hiam s6 ¢6 thé khong
xdc dinh tai xy nhung lai ¢6 thé ¢6 gidi han tai diém nay. Tir d6, giai thich
li do vi sao trong dinh nghia lai cho gia thiét ham s6 y = f{x) xdc dinh trén
khodang K hodc trén K\ {x,}.

Vé gidi han mot bén

Trong Vi du 4, véi muc dich giam tai, SGK khong chon bai todn bién lufn

theo tham s6. DU ring bai todn tham s6 1a bai todn tdng qudt cua bai todn
{l'l rl

trong hoat dong %2, nhung lai gay kho khan cho hoc sinh (nhat la déi

tugng trung binh va yéu).

Két qua cua 3@%2 la thay s6 2 bang s6 —7.

Gidi han hiru han cua ham sd tai vé cuc

Két qua RB 14 : khi x ddn t6i duong vo cuc thi f{x) din t6i 0 ; Khi x dan t6i
am vo cue thi flx) dan téi 0.

Do cdch dinh nghia khdi niém gidi han hitu han ctia ham s tai oo tuong tu
vdi céc dinh nghia gidi han cua ham s6 da biét trude doé (dinh nghia qua gidi
han cta day s&) va do han ché vé thai gian, nén SGK chi dua vao mot hoat
dong dudi dang quan sdt d6 thi don gian. Sau do trinh bay ngay dinh nghia.
Trén phuong dién khoa hoc, néu khong dung day s thi ¢6 thé dinh nghia
khdi niém trén nhu sau ;

Cho ham 56 y = fix) xdc dinh trén khoang (a : +°).

S L duoc goi la gioif han cua ham 56 y = flx) khi x dan tdoi dwong vé cuc
néu voi moi £> 0, tén tai s6 M > 0 sao cho |ﬁ;,u:) =L | < gvaimoi x > M,
X E (a; +e=).

Gidi han vé cuc cia ham sé

Tuong ty nhu doéi véi day so, SGK tinh dén ca hai trudng hop : gidi han
hitu han ma ta thudng ki hiéu 1a L va gidi han vo cuc (+o= hay —e=),

Péi vai gidi han tee, néu trinh bay diay da, ta phai néu mudi dinh nghia
sau day, twong tng lin lugt v4i lim f(x) = teo, lim f(x) = Loo,

A4y X— 0
lim f(x)=%e, Im f(x)==2ece va lim f(x)=*tee
=y X—rton T30



* Cho khodng K chita diém xy va ham s6'y = f(x) xdc dinh trén K hodc trén
K\ {xg}.

Ta néi ham s6 y =flx) c¢d gidi han la +eo khi x ddn t6i xo néu voi dday so
(xp,) bdt ki, x, € K\ {xg} va x,, = xq, ta cé fix,) — +=.

Kihiéu: lim f(x) = +eo hay flx) = +oo khi x — xy.
I—‘!Iﬂ

* Cho khodng K chita diém xq va ham sé'y = fix) xdc dinh trén K hodc trén
K\ {xg)-

Ta néi ham s6'y = fix) cé gidi han la —eo khi x dan di xg néu vai day sé
(x,) bdt ki, x, € K\{xq} va x, = xq, ta cé fix,) — —eo.

Ki hiéu : lim f(x) = —eo hay f(x) — —oo khi x = Xx.
X=*1p

* Cho ham sé'y = fix) xdc dinh trén khodng (xy ; b).
Ta noi ham s¢" y=f(x) o gigi han bén phdi la +e= khi x ddn 107 x5 néu vai
day & (x,) bdt ki, xy < x,, < b va x,, — xp, ta ¢6 flx,) — +oa,

Kihiéu: lim f(x)= +eo

x—sx3}
* Cho ham s6'y = fix) xdc dinh trén khodng (xq ; b).
Ta néi ham s6 y = fix) c6 gidi han bén phai la —e= khi x dén téi xp néu véi
day sd (x,) bdt ki, xq < x, < b va x,, = Xg. la ¢6 flx,) = —ce.

Ki hiéu : Iirn+ J{x) = =on,

Xy
* Cho ham s6'y = flx) xdc dinh trén khodng (a : xp).
Ta néi ham s6'y = fix) cd gidi han bén trdi la 4o khi x dan tdi xy néu voi
day s’ (x,) bdt ki, a < x,, < Xy vd x,, = Xg. ta cd flx,) = +eo,

Ki hiéu : lim f(x) = 4oo
X—¥xg
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* Cho ham 56 y = f(x) xdc dinh trén khedng (a : xg).
Ta néi ham sé'y = flx) cé gioi han bén trdi la —e= khi x ddn tdi X néu vai
day s’ (x,) bdt ki, a < x,, < xgva x,, = xg, ta co flx,) = —e=.
Kihiéu: lim f(x)= —oco,
X=Xy
* Cho ham sd'y = fix) xde dinh trén khodng (a ; +==).
Ta ndi ham sd'y = f(x) co gioi han la +ee khi x dan toi duong vé cuc néu vai
ddy sd (x,) bdt ki, a < x,, va x,, = +eo, ta ¢ f(x,) — +es.

Kihiéu: lm f(x)= e
Xy oo

o Cho ham 56 y = fix) xdc dinh trén khodng (a ; +=).
Ta néi ham sé y = fix) ¢ gioi han la —ee khi x dan toi duwong vo cue néu voi
day sd'(x,) bat ki, a < x, va x,, — +ee, ta cé f(x,) — —ee.

Kihiéu: lim f(x) = —oo.
X—>+oo

* Cho ham s6'y = fix) xdc dinh trén khodng (—e= ; b).
Ta néi ham 56"y = flx) ¢ giai han la +oo khi x ddn téi dm vé cuc néu vai
ddy s’ (x,) bdt ki, x,, < b va x,, — —ee, ta cé flx,) — +eo,

Kihiéu: lim f(x)=4eo

I—y—c=
* Cho ham 56 y = f(x) xdc dinh trén khodng (== b).
Ta noi ham 56 v = flx) ¢d gidgi han la —= khi x ddn tdi dm vo cue néu vdi
day sd'(x,,) bdt ki, x,, < b va x,, = —ee, ta 6 f(x,) — —ee.

Kihiéu: hm f(x)= —e=,

X——oo
Tuy nhién, vi Ii do thi gian va tranh phite tap hod vin dé, ta khéng néu hét
tat ca 10 dinh nghia trén ma chi trinh bay mot truong hop dai dién, do la
Dinh nghia 4. Gido vién c6 thé yéu ciu hoc sinh phét biéu dinh nghia cho
mot vai truong hop khac.

Tuong ty, c6 nhiéu dinh If thé hién méi lién hé gifta gidi han hitu han L vi
gidi han tee, hoidic gilta cdc gidi han tee. Tuy nhién, SGK khong trinh bay



hét tdt ca cde dinh 1i nay, ma chi gidgi thiéu mot s6 quy tic cin thiét nhit cho
viéc day hoc giai tich & 16p 12. Thuc chit dé 1a cdc dinh i, nhung dé trinh
phat biéu rudm ra, chiing dwogc trinh bay dudi dang cic bing quy tic. Cic
quy tac nay ciing chi dugc trinh bay véi mot truong hop dai dién x — x;.

Khong nén yéu ciu hoc sinh chép lai cdc bang quy tac niy, mi tap trung
vao viée sir dung cdc két qua trong bang dé gidi quyét cdc vi du va giai cdc
bai todn lién quan.

Vé quy tac tim gidi han cha thuong hai ham s6 khi x — x, gia thiét chinh
xdc phai 1a g(x) > 0 (hay g(x) < 0) vdi moi x trong médt lan cin nao doé cia
diém xy. Con néi "ddu cua g(x) xét trén mot khodng K nao dé dang tinh

gioi han, vai x # xp" 1a khong chinh xdc. Nhung vi 1i do su pham, SGK
khong trinh bay chat ché gia thi€t nay. Gido vién khong nén di sau vao
nhitg khia canh phifc tap cia né ma chi cén giai thich théng qua céc vi du
cu thé. Ching han qua Vi du 8.

Cac gioi han dac biét va cac dinh li vé gigi han duoc thira nhan khong
chitng minh. Do vay, nhu d6i vai diy s6, gido vién khong cin mét thoi gian
cho hoc sinh chép lai, ma tdp trung vao phin tich dac trung cua ching, vao
trinh bay cdc vi du va cho hoc sinh lam cac bai tap ap dung.
Ta nhac lai ring SGK khoéng con dua vao dinh 1f vé gidgi han cta him sé bi
kep gitta hai ham s6 ¢6 cung gidi han nhu trude. Diéu niy cho phép giam
tai noi dung cua chuong, nhung vin khong dnh hudng gi doi véi viéce
nghién citu dao him ¢ chuong sau ciing nhu nghién ctu noéi dung khic cua
giai tich & I6p 12. Khi nghién citu dao ham cdc ham so luong gidc, két qua
. SInx
lim

x—=0 X

= | sé dugc thira nhén.

Gidi han dang vo dinh

Pé phit hop vdi yéu cdu cha chuong trinh, SGK khong dua vio mot muc
chuyén biét vé gidgi han dang vé dinh. Nhung viéc giai nhiéu bai todn trong
chuong nay khong thé tranh khoi viéc tinh cdc gidi han thuoc dang vé
dinh. Diéu niy cé thé gay khé khan cho viéc day hoc phuong phdp giai bai
todn tinh gidi han. Dé han ché khoé khan va phi hop tinh than giam tai,
SGK chi dua vio bii todn tinh giGgi han cua mot s6 ham s6 don gian, hau
hét cé dang trong tr véi cdc ham s can khao sat & 16p 12.
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Dé rén luyén ki nang tinh gidi han ham s6 dang vo dinh (trong khi khong
trinh bay mot muc chuyén biét vé gidi han dang nay), ta ¢6 thé hinh thanh
¢ hoc sinh phuong phép tinh gigi han dang v6 dinh theo hai cich sau :

— Thong bdo phuong phip mot cich tudng minh va lap lai nhiéu lan trong
qud trinh giai cac bai todn dang nay. Noéi cdch khac, ¢ day, tri thitc phuong
phédp khong la d6i tuong chu yéu cia mot tinh hudng day hoc cu thé, ma
chi dugc néu 1én va lap lai trong cdc co hoi khdac nhau, ¢ nhimg thoi diém
khdc nhau cta qua trinh day hoc.

— Truyén thu phuong phip mét cich ngdm én bang cdch cho hoc sinh
luyén tap gidi nhimg bai tap ¢6 dang twong thich véi phuong phép. Diéu
niy cling giong nhu khi day hoc tinh giéi han dang vo dinh cia day s6, du
ta khong hé dé cap dén thuat ngit "dang vo dinh" va cling khong trinh bay
tudmg minh phuong phip giai.

C. BAITAP

a) Ham s6 f(x) = o

xdc dinh trén
X =

-
(wm . :J u(z ;+m) vix=4e [E ;+m).
3 3 3 ;
+ 7 a - o e # 2 ] -
Gia sir (x,) la day so bat ki, x,, € E vhee | x, #4 vix, — 4 khin— +es,

Tac6limfy,) = lim ¥l - 441 1
Ixy=2 122 2

i R et

r—a43x-2 2

_— e
b) Ham s6 f(x) = 5 xdc dinh trén K.

X +3

Gia sir (x,,) la day so bdt ki, x,, — +e2 khi n — +ee,

i
2 - 5x2 2 ; 2 - 5x%
Tacé lim fix,) = im——= = lim~—2— = -5, Vay lim —— = -5,
Xy +3 fpd x40 3% 43
2
X



2. Vé mit su pham, hoc sinh sé hiéu va nam viing hon ban chét ciia mot khdi
niém, néu ho c6 co hoi xem xét dong thoi nhimg déi tugng thoa man dinh
nghia khai niém (thuong xudt hién trong cdc vi du) va cdc doéi tuong khong
thoa man dinh nghia dé (phan vi du).

Trong bai hoc, hoc sinh chi ti€p xic vai cic vi du. Vi thé, phian vi du trong
bai tap 2 duoc dua vao nhim khic phuc khi€ém Khuyél nay.

Lot gidi @ Ta cd

limu, = Iimi =0 ; limy, = Iim(—l] = (.
n n

5

BoNue N py=t s riipss =l nbaflud= \P +1vafiv,)=-=.
I i M H

Tir do

lim f(u,) = lim [JI + IJ =1; limf(v,) = iim_—2 =,
n n

Vi u, — 0 va v, — 0, nhung lim f(x,) # lim f(v,) nén ham s6 y = f(x)
khong ¢ gidi han khi x — 0.

304450 =2:0)050 .

4. a)+eo; b) +eo; c) —eo.

5. b) lim f(x)=0, lim f(x)=-e, lim f(x) = +oo.

X—r—es x—=3 r—-3"
6. a)+eeo;b)4oo;c)4oo;d)—1.
7. (h.15).

Hinh 15
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a) Tt hé thic _+T =% suyra:d = @d) = % i
by dim i li =20 = ue,
ds f* dsytd— |

Két qua niy nghia 14 : Néu vat that AB tién din vé tiéu diém F sao cho d
luén 16n hon £ thi anh cia né din t6i duong vé cuc (h.16).

E
& \H\'\"‘“
o
\j
Hinh 16
* lim @(d)= Ilim l = —oe,
d—f~ dof-d=f

nghia 14 : Néu vat thit AB tién din vé tiéu diém F sao cho d luén nho hon f
thi anh ctia né déin téi am vo cuc (h.17).

'\
" f S [ 2
FA = 0O e
Y
Hinh 17
* lim @(d)= lm 4 = lim f - = f,
d—y+eo d—teod = [ d—+eo | vl

d
nghia 1a : Néu vat that AB & xa vo cuc so véi thdu kinh thi énh cta né &
ngay trén tiéu dién anh (mit phing qua tiéu diém anh F’ va vuong goc vai
truc chinh) (h.18).

A
T . Y
F o] * \
Y
Hinh 18
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